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Eine Bruchgleichung enthilt mindestens einen Bruchterm, bei dem die Unbe-
kannte x im Nenner steht.

Indem man alle Ausdriicke auf Hauptnenner bringt, erhilt man eine

Gleichung der Form 75

Die Losungen sind im Prinzip die Nullstellen des Ziahlers f(z), jedoch miissen
die Nullstellen des Nenners ausgeschlossen werden, weil an diesen der Ausdruck
auf der linken Seite nicht definiert ist. Wir multiplizieren also beide Seiten der
Gleichung mit g(z), und dies ist eine Aquivalenzumformung genau dann, wenn
g(x) # 0 gilt.

Wenn f und g Polynomfunktionen sind, so konnen wir die Losungsmethoden
fiir algebraische Gleichungen aus Kap. 6.3.1 anwenden, um ihre Nullstellen zu
bestimmen.
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Bei einer Wurzelgleichung steht die Unbekannte mindestens einmal unter einer
Wurzel.

e n-te Wurzeln konnen wir isolieren und dann auf beiden Seiten die n-te
Potenz anwenden, um sie zu eliminieren. Dabei ist zu beachten dass

e beim Potenzieren mit geraden Zahlen sog. Scheinlosungen hinzukommen
konnen, die keine Losungen der urspriinglichen Gleichung sind!

Bei Losungen von Wurzelgleichungen sollten Sie daher die Probe machen, d. h. Ih-
re Losungen tiberpriifen.
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Betragsgleichungen konnen wegen |z| = v a? als Wurzelgleichungen aufgefasst
werden.

e Wir konnen also Betrige isolieren und beide Seiten der Gleichung qua-
drieren, um sie zu eliminieren. Dabei konnen wieder Scheinlésungen hin-
zukommen!

Eine andere Moglichkeit zur Losung von Betragsgleichungen ist die Verwendung
einer Fallunterscheidung.
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Be1 Exponentialgleichungen steht die Unbekannte £ mindestens einmal in einem
Exponenten, und bei Logarithmusgleichungen steht sie mindestens einmal im
Argument eines Logarithmus. Fiir diese Gleichungen verwendet man

e die Potenz- bzw. Logarithmengesetze (Sétze 1 und 17), um Terme mit
gleichen Basen zu isolieren und

e am Ende elementare Fxponential- oder Logarithmusgleichungen der Form
a® = b oder log,(z) = a zu erhalten, die man durch Anwenden der Um-
kehrfunktionen dquivalent umformen kann.

TV :j adron.e “{f xrﬂLL! G{.Q /(tLll/mjeh

Bei trigonometrischen Gleichungen steht die Unbekannte mindestens einmal im
Argument einer trigonometrischen Funktion.

Diese Gleichungen versucht man durch Umformen z. B. mithilfe der
Additionstheoreme (Satz 27, 5.) oder Substitution auf eine elemen-
tare Form sin(x) = a oder cos(z) = a zu bringen, und dann durch
Anwenden der Arkusfunktionen zu losen.

Dabei ist zu beachten, dass die trigonometrischen Funktionen periodisch sind.
Trigonometrische Gleichungen haben daher i. A. unendlich viele Lésungen.
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Bei diesen Gleichungen steht die Unbekannte mindestens einmal im Argument
einer Hyperbelfunktion.

Diese Gleichungen versucht man durch Umformen oder Substitution
auf eine elementare Form sinh(z) = a oder cosh(x) = @ zu bringen,
und dann durch Anwenden der Areafunktionen zu lésen.
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Als Pseudocode lisst sich die Bisektion wie folgt beschreiben:

Eingabe: Intervallgrenzen a, b mit a < bund f(a)f(b) < 0 (Voraussetzung:

Fla.)

f stetig in [a, b]), Fehlerschranke tol > 0 fiir das Residuum T
' a+b
Ya = .f(a’)a c= 5 Ye = f((})
while |y.| > tol
if yaye <0
b=c
else

a=C, Ya = Ye
end
a+b
2

C=

7yC — f(C)
end

Ausgabe: Néherung ¢ einer Losung mit |f(c)| < tol.

Bemerkung: Falls im Ausgangsintervall mehrere Losungen der Gleichung ein-
geschlossen sind, so wird sich das Verfahren friiher oder spéter fiir eine dieser
Losungen “entscheiden”, d. h. ab einem gewissen Schritt wird nur noch eine
Losung eingeschlossen sein.
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Wir geben noch einen Pseudocode fiir die Fixpunktiteration an:

Eingabe: Startwert zo (Voraussetzung: ¢ differenzierbar zwischen xg und
©(xo) mit |¢'(z)| < 1), Fehlerschranke tol > 0 fiir das Residuum

& = o, y = ¢(zo)
while |y — x| > tol

z=y,y=yp)
end

Ausgabe: Néherung z eines Fixpunkts mit |¢o(x) — x| < tol.
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Von den drei Verfahren in diesem Kapitel ist dieses das wichtigste. Beim New-
tonverfahren (I. Newton, 1669, J. Raphson, 1690) bestimmt man in einem Punkt
(@n, f(x0)) € Gy zuerst die Tangente an den Graphen der Funktion f in diesem
Punkt und dann den Schnittpunkt dieser Tangente mit der z-Achse:

e Die Tangente ist der Graph des 1. Taylorpolynoms mit Entwicklungsstelle
Tn: Thf(x320) = f(an) + [(2n) (2 — 2p),
e die Nullstelle der linearen Funktion T} f(x;x,,) ist x, —
falls f/(x,,) # 0 gilt ().
Wir verwenden also beim Newtonverfahren die Folge

f(xn—l)
.fl(agn—l)7

mit einem Startwert zo € R. Pseudocode fiir das Newtonverfahren (Vorausset-
zung: f differenzierbar, Ableitung f’ bekannt):

Ty =Tp_1 — n € N,

Eingabe: Startwert xg, Fehlerschrankte tol > 0 fiir das Residuum, maxi-
male Anzahl Iterationen N

n = 0 (Zahler fiir Iterationen), x = xo, y = f(xo)
while |y| > tol und n < N
n=n+1
v=o- Y y=f
(@) ()

Ausgabe: Niaherung « einer Losung mit |f(z)| < tol, falls n < N.

Y
x

Bemerkungen:

e Beim Newtonverfahren miissen in jedem Schritt zwei Funktionen ausge-
wertet werden (f und f’), wihrend bei der Bisektion und bei der Fixpunk-
titeration in jedem Schritt nur eine Funktionsauswertung notig ist.

e Dennoch ist das Newtonverfahren sehr beliebt, weil es lokal quadratisch
konvergiert, d. h. wenn der Startwert geniigend nahe an einer Nullstelle
liegt, so ist die Konvergenz des Newtonverfahrens quadratisch (p = 2) und
damit sehr schnell. Allerdings ist “gentiigend nahe” problemabhéngig und
kann nicht a priori entschieden werden. Im Fall eines Misserfolgs versucht
man in der Praxis einfach einen anderen Startwert!

e Fiir das Newtonverfahren muss die Ableitung f’ bekannt sein. Im Fall
|f'(n—1)] = 0 kann es passieren, dass z;,, nicht mehr im Definitionsbereich
der Funktion f liegt, worauthin das Verfahren zusammenbricht. In diesem
Fall hilft meist wieder eine Wiederholung mit einem anderen Startwert.

Z
1.9} y=2-—In(z)
y=x

1.8+
LT
1.6 S
1.5
1.4}

1.4 1.6 1.8

Tangente in Py

Tangente in Py

XN

o (8

Anzahl Newtonschritte

=

o
T

2
100

xp

% /X1

9 Anzahl Newtonschritte zum Erreichen der Fehlerschranke 10™°

Startwert xg

10 10%



- .
Maximun

n

Minimalstelle

%)

N
-
O

2

-1
Maximalstelle

0

zvv'f th‘lé/ 527@1.sz" Adhé-ovté?d?h

Minimum

N\

{Q———I-o

L‘ ), T ver ") b(]ﬁ = b?éév"‘/é'nfs'- -r'/’dl /—

\

/

TP
1 1
"\ J
2 1 0 4
Nullstelle ®/e Nullstelle e/

hansi~zse -
tAC NgnS|~2:50 -

v

. Variablen einfithren.
. Hauptbedingung und Nebenbedingungen formulieren.

. Mithilfe der Nebenbedingungen alle Variablen bis auf eine eliminieren.
Damit erhalten wir die Zielfunktion f.

. Aus den Nebenbedingungen die zuldssige Menge S fiir die Zielfunktion aus
3. bestimmen.

. Kritische Punkte der Zielfunktion f ermitteln.

. f an den zuldssigen kritischen Punkten auswerten und mit den Funkti-
onswerten an den Randpunkten von S vergleichen, um Extremwerte zu
finden.
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Abbildung 1: lllustration der Grenzwertbildung beim &

Riemann-Integral (blau) und beim Lebesgue-Integral (rot)
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Eine n-dimensionale

Mannigfaltigkeit ist ein
geometrisches Objekt
(genauer: ein topologischer
Raum), der lokal so aussieht
wie der n-dimensionale reelle
Raum. Das klassische Beispiel,
das auch die Terminologie
motiviert, ist die Erdoberflache.
In kleinen Ausschnitten lasst
sie sich durch Karten
beschreiben, das heilt kleine
Teile ,,sehen aus wie“ die
Ebene. Jedoch ldsst sich die
gesamte Erdoberflache nicht
mit der Ebene identifizieren.
AuBerdem tragen
differenzierbare
Mannigfaltigkeiten eine
Struktur, die es erlaubt, von
differenzierbaren Funktionen
zu sprechen. Diese
differenzierbare Struktur
ermdglicht es, in den Karten
lokal analytische Methoden
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Einige nicht separierbare oder nichtlineare gDgln 1. Ordnung lassen sich durch
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