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Mathematische Grundlagen AD/DA-Umsetzung

Dirac-Impuls
Der Dirac-Impuls d(t) kann als gentigend kurzer Rechteck-Impuls hoher Amplitude gedeutet
werden. Er wird Ublicherweise mit einem Pfeil und allenfalls einem ,Gewicht* dargestellt.

Mathematisch gesehen ist der Dirac-Impuls 5(t) eine verallgemeinerte Funktion, eine soge-
nannte Distribution. Er kann durch das folgende Integral definiert werden:

o

jx(z)-s(z—to)dr = x(1)

—o0

Der Dirac-Impuls verfugt tber eine eigentliche Sieb- bzw. Ausblendeigenschaft. Im Integral
oben wird aus der Funktion x(t) genau der Wert an der Impulsstelle t=t, ,herausgesiebt”. Es
kann auch gezeigt werden, dass die Siebeigenschaft fiir ein Produkt von einem Dirac-Impuls
5(t) mit einem Signal x(t) gilt, d.h.

x(t)-ot—t,) = x(t)-0(t—t,).

Beispiel
x(t) = h@®) [ y(t) = x(t) * h(t)
5(t) —| h() —> h(t)

Abbildung: Stossantwort eines linearen, zeitkontinuierlichen Systems.

Das Signal y(t) am Ausgang eines linearen, zeitkontinuierlichen Systems ist durch die
Faltung des Eingangssignals x(t) mit der Stossantwort h(t) des Systems gegeben, d.h.

T x(7)-h(t—7)dr.

0

(0 x(2)*h(t)

Wenn man einen Dirac-Impuls 5(t) als Eingangssignal verwendet, antwortet das System
mit der Stossantwort h(t), d.h.

y) = S@)*h@) h(),

siehe Abbildung oben.

Fourierreihe

Signale x(t) mit Periode T, d.h. x(t) = x(t+nT) fir alle ganzen Zahlen n, kdnnen als komplexe
Fourierreihe dargestellt werden:

o . 2
/n?l
See
T2
&
T

-T2

x(t)

C,

—jn2Ey
= x(t)ye T dt

n

Periodische Signale x(t) haben ein diskretes Linienspektrum c, bei den ganzzahligen Viel-
fachen der Grundfrequenz 1/T. Alternativ kdnnen periodische Signale x(t) auch als reelle
Fourierreihe dargestellt werden:

x(t)

A+ S 4 cwosnZEi+0)
=4 [, cos T ?,
n=1
Der Zusammenhang zwischen den reellen und den komplexen Fourierkoeffizienten lautet:

dy=ty; 4. =2‘cn‘ﬁirn=l,2,... p, =arg(c,)

Fir die normierte Leistung (an 1Q) gilt:

© © 2
Li2war = A§+— 5 Alf - ¥ ‘cn‘ .
TT n=1 n=-—w
Beispiel
x(t)
) I
t o—e f
v T

- o\ \\\/ ﬂ\
Rk

Abbildung: Fourierreihendarstellung und Fourierkoeffizienten eines periodischen
Rechtecksignals.

Das in Abbildung A2-2 dargestellte periodische Rechtecksignal besitzt die reelle Fourier-
reihendarstellung

4 . 2r 1. 27 1. 27
x(t) = [sm(?t) -3 sin(3 ?t) + 3 sin(5 ?t) —+..]

und ein diskretes Linienspektrum bei den ungeraden Vielfachen der Grundfrequenz 1/T,
das betragsmassig mit 1/x abnimmt. Die Phasenwerte betragen @, = -n-11/2 fur n=+1, 3,

In der obigen Abbildung ist die Approximation des periodischen Rechtecksignals mit den
ersten beiden Termen der Fourierreihe dargestellt.

Fouriertransformation

Fur die allermeisten zeitkontinuierlichen Signale x(t) mit endlicher Energie exisitiert die
Fouriertransformation und die inverse Fouriertransformation:

X(f)
x(t)

J‘f x(t)-e ™ dt

[ Xy ar

Das Fourierspektrum wird manchmal auch in Funktion der Kreisfrequenz w=2mf statt der
Frequenz f angegeben.

Zeitkontinuierlichen Signale x(t) mit endlicher Energie haben ein kontinuierliches Amplituden-
Dichtespektrum [Amplitude/Hz].

In der folgenden Tabelle sind einige nitzliche Eigenschaften der Fouriertransformation
zusammengefasst:

Eigenschaft Zeitbereich Frequenzbereich
Faltung x(t)*h(t) X(f)-H(f)
Multiplikation x(1)-h(t) X(f)*H(f)
Symmetrie X(t) X(-f)
Superposition a-x(t)+b-y(t) a-X(f)+b-Y(f)
Ahnlichkeit x(a-t),a#0 (1/\a|)-X(f/a)
Zeitverschiebung x(t—t,) X(f) e /27
Frequenzverschiebung x(1)-e’" ! X(f-1)
Differentiation d"/dt" x(t) G2zf) - X(f)

Tabelle: Eigenschaften der Fouriertransformation.

Beispiel

Das Signal y(t) am Ausgang eines linearen, zeitkontinuierlichen Systems ist durch die
Faltung des Eingangssignals x(t) mit der Stossantwort h(t) des Systems gegeben, d.h.
y(t) = x(t) * h(t), siehe Abbildung.

Mit Hilfe der Fouriertransformation bzw. der Faltungseigenschaft gilt fiir das Fourier-
Spektrum des Ausgangssignals Y(f) die einfache Beziehung

Y(f) = X(f)-H(f),

wobei X(f) das Fourierspektrum des Eingangssignals x(t) und H(f) das Fourierspektrum
der Stossantwort h(t) darstellen. H(f) wird (iblicherweise als Ubertragungsfunktion
bezeichnet, die oft mit der Methode der symbolischen Wechselspannungsrechnung
bestimmt wird.

Spezielle Signalfunktionen im Zeit- und Frequenzbereich

In der folgenden Tabelle sind einige nitzliche Signalfunktionen im Zeit- und im Frequenz-
bereich dargestellt.

Rechteckimpuls bzw. idealer TP

I%l A-r(t/r) o-e A-t-sin(mr-f1) / (Tr-fT) T/\
t == > f
2 2 UA s
A% Adfgsin(mrtf) / (mtfg) o-e Arry(f/fg) |——I
=t t f
1/fy 2 2
Dirac-Impuls(folge)
(1)f 5(t) o-e 1 1
T > t >
14 o
,Gleichstrom* 1 o-e 5(f) f
>t 1 f

S S(t-nT)e-s (/1) Y. S(f~n/T)

‘ RNTEY

()]
1 > t 1

Tt

T 1T
Cosinus
cos(2tfet) o-e 1/2 [5(f+fo) + &(f-fo)]
1 | T | T(1/2)
t | t t > f
1/ -fo | fo

Tabelle: Spezielle Signalfunktionen im Zeit- und im Frequenzbereich.
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