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(a xb,c P [ Lf
heisst das Spatprodukt der drei Vektoren a, b, ¢ € R3. Das C .
Spatprodukt ist zyklisch und alternierend, d.h. / .)rﬁl

o~

(axb,c)y = (cxab)y=(bxc,a)
(axb,c)y={(c,axb) r
(a xb,c) =—(bxa,c)

Ist das Spatprodukt grésser als null, bilden a,b,c ein
rechtshandiges System, sonst ein linkshdandiges System.

Volumen:

Spat:  V =|(a x b,c)|
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1
Tetraeder: V = 6|<a X b, c)|

(3-ect<;3=s) Prswa: |/ = %[(mxb,z)[



/l/lmér?zew MVW'{ Ua.eo//»e é-/errcb Mn95f7/.5{eme

Vektorraum der Matrizen (/Menje Aler %T/H-#MB

A = (aij) o

ke = {4 ]4

Addition:
a11 + b11 ain + bin VhXin
A+B= | @ + b21 azn + bon A/BéM
aml + bm1 Amn + brnn

Skalarmultiplikation:

ail

am1

(aij) —tem 5 Qij € K}
i

al

Aln

Amn

n

A-A=2a | M2 a2
am1 Amn,

Aa1l Aain

_ Aa21 Aazn
Am1 Aamn

K™*" jst ein K-Vektorraum. Das heisst, die gleichen Re-
geln (Vektorraumaxiome) wie fiir Vektoren sind erfiillt.
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3.3.2 Allgemeine lineare Gleichungssysteme
Ein lineares Gleichungssystem (LGS) besteht aus m linearen

Gleichungen mit n Unbekannten xy
Gestalt:

anXxy +apXe + ...
ap1Xy + apXe + ...

ami X1 + ameXet ...

wobei die Zahlen a;, bi € K, i = 1
bezeichnet werden.

Matrixschreibweise

+ ainXn
+ aznXn

Xp € K und hat die folgende

by
bz

+ amnXn=bm,

n als Koeffizienten

Mit Hilfe des Produktes von Matrizen mit Vektoren kann das lineare
Gleichungssystem in Matrixschreibweise dargestellt werden. Sei A die

m x n-Matrix
an an ain
1 ax a2n
A= . . .
amt amz @mn

mit den Koeffizienten als Matrixeintrdgen und b bezeichne den Vektor

by
b=|:
bm

der aus der rechten Seite des Gleichungssystem gebildet wird. Dann

lasst sich das LGS schreiben als:
A-x=b.
3.3.3 Gauss-Algorithmus

Der Gauss-Algorithmus ist ein systematisches Lésungsverfahren, mit
dem sich jedes (beliebig grosse) LGS l6sen I&sst, zumindest in der

Theorie. In der Praxis, in der LGS riesig werden kdnnen, muss man sich

etwas noch Kligeres einfallen lassen, weil man Probleme mit der

Rechenzeit und dem Speicherplatz bekommt.
Gauss-Algorithmus: Idee

Das letzte Beispiel zeigt, dass wir LGS in Dreiecksform (genauer: in
Zeilenstufenform) einfach durch Rickwartseinsetzen I6sen kénnen.

Idee Gauss-Algorithmus: Beliebiges LGS in diese Zeilenstufenform
bringen, ohne dabei die L6sungsmenge zu verandern.

Satz: Die folgenden Zeilenoperationen andern die Lésungsmenge eines

LGS nicht.

® Zeilen (Gleichungen) diirfen vertauscht werden.->mauchial votiwerdiy
® Zeilen (Gleichungen) diirfen mit einem Skalar A # 0 multipliziert

werden.

® Zeilen (Gleichungen) diirfen zueinander addiert werden.

A KV"'XVI
Xel

=0

Gauss-Algorithmus: theoretisch

Wir starten mit dem LGS Ax = b:

X; X Xn |

ann a2 ain b
a1 ax an b2
am  amz amn bm

1. Eliminationsschritt

Az

23

Produkt “Matrix mal Vektor’”:

= Velior
aii QA1n Tl
am1 Amn Tn
AGKWXN IEK”
a11r1 + a12x2 + + a1nn
am1T1 + amax2 + + amnTn

A-xzeKm

Produkt “Matrix mal Matrix”: = Mulrix

AB=C

by | = (Cll Clz)

by o Cx

ﬁ)ﬂ [ o2 /4 . L | (

Vg2 | = €21 Cog -2 VA NSS l¢l¢‘ vie ¢

b2 Slr-l-(lh haben  wie B Zeben
;:: = (Cll o) et namlih |

=l Co1 Co2

bsa ! BA nicht l‘eomer‘- (anﬂr m:h)

Reclaﬂmlfl (n:
. EAIB
C+B)A

(B +4>

]

((R)A
CA~+BA
_\C +C4

—

BA # AR (iA nibt kommbat:s)

o Uberpriife, dass ay; # 0. Wenn nicht, vertausche die 1. Zeile so,

dass diese Bedingung erfillt ist.

e Esist nun aiy # 0. Das ist das 1. Pivotelement und wir machen ein
Kastchen um diese Zahl. Addiere —ai mal die 1. Gleichung zu den

Gleichungenj=2,...,

hat man ab der 2. Gleichung die Variable x; eliminiert.

X X Xn |

a ain by
0 & E by
0 am Amn bm.

2. Eliminationsschritt

m. Nach diesem ersten Eliminationsschritt

. Uberpr[]ie, dass az # 0. Wenn nicht, vertausche die 2. Zeile mit
einer darunter liegenden Zeile, sodass diese Bedingung erfillt ist.
Falls das nicht méglich ist (d.h. @ = 0 fir k > 2), geht man zum

nachsten Eliminationsschritt tiber.

 Falls @ # 0 wird es das 2. Pivotelement. Dann addiere _Z& zu den

Gleichungenj=3,..., m.
X Xn |
an | B
0 & 1}2
0 asn bs
0 0 am amy | bm

£

Zeilenstufenform

Dieser Prozess wird solange fortgefiihrt, bis man bei der letzten Zeile
angelangt ist. Das Endschema des Gauss-Eliminationsverfahrens ist die
sogenannte Zeilenstufenform:

X Xo oo Xn
Bl * —— + — ¥ =
0 0 --- 0 & s ¥ e
0 - 0 o e ¥ o
0 0 [3] o+ * Cs
0 - 0 X « :
0 0 [¥] - - x :
0 0 cee ok c
0 0 o 0 | Cus
0 0 e 0| cm

3.3.4 Lésungsmenge von LGS

Def: Wir betrachten das LGS Ax = b. Die Anzahl Pivotelemente in der
Zeilenstufenform des LGS heisst Rang des LGS oder Rang der Matrix A
und wird mit rang(A) bezeichnet.

Satz: Sei A eine m x n-Matrix mit rang(A) = r. Dann gilt:
® rist gleich der Anzahl Zeilen in der Zeilenstufenform, die nicht
Nullzeilen sind.
* Die Zeilenstufenform hat n — r Spalten ohne Pivotelemente. Das
lineare Gleichungssystem hat n — r freie Variablen.

Vorgehen: Bestimmung der Losungsmenge

* Bestimme den Rang des Gleichungssystem r := rang(A).
¢ Frage: Gibt es Nullzeilen?
@ nein: Das LGS hat (mindestens) eine Lésung. Frage: n —r = 0?
o ja: Das LGS hat genau eine Losung.
e nein: Das LGS hat unendlich viele Lésungen mit n — r freien
Variablen. n — rist auch die Dimension des Lésungsraums.
@ ja. Frage: Ist mindestens einer der Werte ¢;.1, . .., Cm ungleich Null?
o ja: Das LGS hat keine Lésung. (Nullzeile mit Widerspruch)
e nein: Das LGS hat mind eine Losung. Frage: n — r = 0?
@ ja: Das LGS hat genau eine Lésung.
(@ nein: Das LGS hat unendlich viele Lésungen mit n — r freien Variablen.
n — rist auch die Dimension des Lésungsraums.
® Die Losungsmenge bestimmt man durch Rickwartseinsetzen
beginnend mit der Variablen des untersten Pivotelements.
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Eigenschaften der Determinante

Die Determinante von n x n-Matrizen besitzt folgende Eigenschaften
¢ det(A- B) = det(A) - det(B)
e det(AT) = det(A)
¢ det(U) = Produkt der Diagonalelemente, wobei U eine obere
Dreiecksmatrix ist.

® det(L) = Produkt der Diagonalelemente, wobei L eine untere
Dreiecksmatrix ist.

* det(A™") = gpay = det(A)~

ZX 7t
ElgenSChaften © —  def(A)isthe area of its row vectors
Flr 2 x 2-Matrizen erflllt die Determinante die folgenden Eigenschaften:
@ det(1z) = det(eq, 82) =1 w0
@ Die Determinante ist eine sogenannte 2-Form, d.h.
® det ist bilinear: el a2
det(Aai, @) = Adet(ar, &) = det(a1, Aaz), VA €K,
det(a1 + by, 32) = det(éﬁ . 32) + det(b1, 82), Vay,ax, by € Kz L
det(ai, @ + be) = det(ay, az) + det(ai, b2), Vai,az, be € K det(A)
® det ist alternierend: 7
det(ay, @) = —det(az, a1) e | al
@ FUr a1, a» € R? entspricht |det(A)| = |det(ay, a2)| der Flache des von
a1 und a, aufgespannten Parallelogramms. -
I I I I I I I
L a4 - 1 0 1 2 3 4 5 6
(748";(/4)‘ 0(2_'-[ (0’4/ 0'2> T A1 | T T T2 T “2T21

A,z Ara On'ml,'ew...‘) %2 a,’
Qq: (orz-,) / OIZ = (au) D{CE(A') > 0 = @“"441«9‘!5-‘*9'"'\
det-(4) <0 => Uhirzeisers/m

Sx 2!
Eigenschaften
Fir 3 x 3-Matrizen erfiillt die Determinante die folgenden Eigenschaften:
® det(l3) = det(ey, €2, €3) = 1
@ Die Determinante ist eine sogenannte 3-Form

@ Flr ay, @, a; € R® entspricht |det(A)| = |det(ay, a2, as)| dem Volumen
des von ay, a; und as aufgespannten Spats.

r1+r3

r1+r2+r3

Ay Gpp Olog

04@4(4) = AC%(aq/ az/q?) = G221 M2 Az == (01,, qu). O3
931 932 Az ik

— A1 — G2 A\ T 2
2,7 |92 / D= |2, A=\A3) T
2FY) Asz dag
Regel von Sarrus + o+ 4+
Flr 3 x 3-Matrizen gibt es ein Schema (Regel von Sarrus), um die a a a a a..

11 12 13 1" 12
Determinante zu berechnen. Diese Regel funktioniert folgendermassen: \ >< >/‘ /"
Die Anwendung der Regel von Sarrus liefert: 21/ §< 3/ 2\ =

det(A) = a118p2833+12823831 +813821 32— 133231 — 811323832 — 212821833 a a a a a
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Def: (Determinante flir n x n-Matrizen) Fir eine n x n-Matrix
A= (a1, a, ..., an) bestehend aus den Spaltenvektoren a; definieren wir
die Determinante Uber die folgenden Eigenschaften:

@ Die Determinante ist normiert: det(1,) = 1.
@ Die Determinante ist multilinear:

det(ay,...,a+4a,...,a,) = det(ay,...,a,...,an) +det(ay,...,a,...,an)
det(ay,...,Aaj,...,ay) = Adet(ay,...,a,...,an)

det( 8y, cou y @500 38y coy8p) = — (a0 <y By e 8y w0 581)

Laplacescher Entwicklungssatz

Far A € K™ gilt:

>

det(A) = > (—1)"". a; - det(A;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte),
=1
n . .
det(A) = 2(71 )t - a; - det(A;) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j:'l

wobei Aj die (n— 1) x (n— 1)-Untermatrix von A ist, die durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Berechnung der Determinante mittels
LU-Zerlegung

Die obigen Eigenschaften liefern eine weitere Mdglichkeit, wie man die
Determinante von n x n-Matrizen berechnen kann:

\n/ 1 \ I lo.s A LF L X /\Z {(L(’J i ajf { = [
} | J f;_ 7/'«’ J % A
; | ) [ U & = 4
. /\ : (u\[[ 4{\‘\ku} = = 2s
o y o 0
! ) < 1 I h
q o 2.3 /‘ ! . Sr e
i ' /‘i
AK
Lt (A Ll
i Sl n4q en
) e | A\ | P )
oL eV ) et (A )= \-1 } dexh )

;G ‘[\7 / ) = }‘f 1\4\\1"/ ' {5

- TER - deb(t) Jell)

« Len -
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A tvvntiarbar &> Ayl € yam)=n G lker(H={0F € 4ebt{A)#0

Eigenschaften Matrixgruppen
. , . \ \ . Invertierbare Matrizen:
¢ Normalerweise ist das Produkt zweier Matrizen nicht kommutativ: i e
AB +# BA. Wir fordern aber AA- 1= A TA= 1,. Das heisst, A und General linear group: GL(n,K) = {A € K™"| det(A) # 0}
A-1 kommutieren. Unimodulare Matrizen (volumenerhaltend):
* Die Inverse A~ ist eindeutig. Eine Matrix A kann nicht zwei Special linear group: SL(n,K) = {A € K™"| det(A) = 1} ¢ GL(n,K)
verschiedene Inversen haben.

Drehspiegelungsmatrizen/Rotationsmatrizen:

s (A1) T=A

e (M) =141
el(a) = (A"
® Seien A, B beide invertierbar. Dann ist auch AB invertierbar:

Orthogonal group:  O(n) = {R € R™"| RT R = 1,} C GL(n,R)
Sp. orthogonal gr.:  SO(n) = {R € R™"| RT R = 1, Adet(R) = 1} C O(n)

Unitare Matrizen:

Unitary group: U(n) = {U € C™"| U" U = 1,} C GL(n,C)

‘(AB)_1 = B_1A_1‘ # AB! Sp. unitary gr.:  SU(n) = {U € C™"| U* U = 1, Adet(U) =1} C U(n)
Borecnn vnj :
Gauss-Jordan Algorithmus: .
‘ 27
a1y @ro == Gip | 1 @ == 0
: _fa b
ap1 azp -+ apy, | O 1 : A — L

S : | -0 Ji A 01 -b
b ili st T

—  (Zeilenoperationen)

0 -+ 0 | b1 b2 -+ bip
0 | boy bon - bop
: 0 S :
o - 0O bp1 bpo -+ ban
' T
IWV€V£< m(: F_unlﬁl-tom : Multiplication
by A
A IKr = IKY m

xe e AX

e LY

A-1 . lKV\ RN ”/<V\ by A™!
Y D )(=A'1>/ =ATAx AT! transforms Ax back to x.

= (/’h, Lﬂlw“‘uh [$ion, Vs /4

LGS it Tavevser Loseun
A=y = AAx = A7 => *= ATy
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5.1 Vektorraume

Ein K-Vektorraum ist eine Menge V mit einer Addition +, die zwei

Vektoren u, v € V den Vektor u + v € V zuordnet und einer

Skalarmultiplikation -, die einem v € V und A € K den Vektor A-v € V

zuordnet.
¢ Die Addition + erfillt folgende Eigenschaften:
@ Assoziativitat:

@ Existenz des Nullvektors: 30c V: v+0=v VYveV

(U+v)+w=u+(v+w) Vuv,weV

@ Existenz des Negativen: vveV3i-veV: v+ (-v)=0

® Kommutativitat: v+w=w+v Vv,weV

® Die Skalarmultiplikation - erfillt folgende Eigenschaften:
® Assoziativitat: Aw)-v=XAu-v) VY\peKk,
@ Neutralitat der Eins: 1.v=v WweV

e Schliesslich sind noch folgende zwei Distributivgesetze erflllt:
i) A(v+w)=A-v+r-w VAeK vweV
D A+p)-v=A-v+pu-v YveV, Apek

5.2 Unterraume

Ein Unterraum U ist eine Teilmenge eines Vektorraums V, die selbst auch
wieder ein Vektorraum ist. Gllcklicherweise miissen die 8 VR-Axiome
nicht Gberprift werden, da sie vom Vektorraum V “geerbt” werden. Man
muss nur sicherstellen, dass man durch Rechnen nicht aus der Menge U

“rausfallt” (man sagt, U ist abgeschlossen bzgl. + und ).

Def: Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmenge U C V heisst

veV

Unterraum von V, wenn U die folgenden zwei Eigenschaften erflllt:

Quvel = u+tvelU
® ) cKuelU = IelU

Damit eine Teilmenge U C V ein Unterraum sein kann, muss immer der

Nullvektor in U liegen!
Grund: sonst waren Axiome ii) und iii) verletzt!

Uberpriifen Sie also zuerst, ob 0 € U.
e falls nein: U ist kein Unterraum

e falls ja: U ist mdglicherweise ein Unterraum, man muss i) und ii) in

obiger Definition Uberpriifen

5.3 Lineare Unabhangigkeit

Linearkombination

Def 5.3.1: Sei V ein VR. Seien v4,..., v, € V beliebige Vektoren aus V
und A ..., A\, € K beliebige Skalare. Dann nennt man den Vektor

n

V=MW +4..+)\nvn:2/\,-v,-e v
i=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

linear abhéngig

Lineare Unabhangigkeit 5

linear unabhangig

w

v
Anschaulich: Durch das Bilden von Linearkombiﬁ,ationen erhalt man
eine Menge von linear abhangigen Vektoren, da die Linearkombination

nicht in eine neue “Dimension” zeigt. Die Vektoren vy, va, ... v, sind

deshalb genau dann linear unabhéangig, falls sich keiner dieser Vektoren

als Linearkombination der anderen Vektoren darstellen lasst.

Def 5.3.7: Sei V ein VR. Die Vektoren v4, ..., v, € V sind linear

unabhangig, falls folgendes gilt:

MVi+XoVo+ ...+ AV =0 =

A =0,22=0,...,A,=0

Sonst sind die Vektoren linear abhéngig.

Beispiel 1

erfiillt alle Vektorraum-Axiome, was wir in LinAlg 1 bereits gesehen
haben. Damit ist der R” ein R-Vektorraum. Analog ist C" ein C-VR.

Beispiel 2
Auch die Menge der m x n-Matrizen, V = R™*", ist mit der Ublichen
Addition und Skalarmultiplikation fiir Matrizen ein Vektorraum.
Beispiel 3
Die Menge der Polynome vom Grad < 2, also die Menge

Py = {p(x) ‘ p(X) =ao + arx + ax? a.ar,a € R}»

ist zusammen mit der tblichen Addition von Polynomen und der
Skalarmultiplikation ein Vektorraum.

Beispiel 4

Analog ist die Menge der Polynom vom Grad < n:

n
P = {p(x)‘p(x):ag+a‘x+azx2+.,.+anx”:Zakx“. a,eR}

k=0
ein Vektorraum.
Beispiel 1
In V = R"™" (Menge der n x n-Matrizen) betrachten wir die Teilmenge
U={AeR™" AT = A}.

Beispiel 2 \‘

Sei A € R™" eine beliebige gegebene m x n-Matrix. Dann ist der Kern
dieser Matrix
Ax = 0}

ker(A) = {x €R"
ein Unterraum von V = R". ‘

Im dreidimensionalen

euklidischen Raum bilden alle

Ursprungsebenen und

n@)=3, pe)=2*,  pa(e)=-22
drei Polynome in P,. Dann ist z.B.
5p1(z) + 2pa(2) — pa(z) = 15 + 2z + 222

eine Linearkombination von pi(z), pz2(z) und ps().

Beispiele:

1) Seien

) -

zwei Vektoren im R®. Sind diese Vektoren linear unabhingig oder linear abhingig? Wir stellen zuerst
einmal fest, dass einer der beiden Fille eintreten muss, ein Zwischendings zwischen linearer Abhéingigkeit
und Unabhéngigkeit gibt es nicht. Wir miissen das homogene lineare Gleichungssystem

Aa+Xb=0

oder eben

16sen. Wir wissen aus dem Abschnitt 3.3.5, dass A} = Ay = 0 sicher eine Lésung ist. ¢ und b sind genau
dann linear unabhingig, wenn dies die einzige Losung ist. Gibt es noch andere Lésungen, dann sind sie
linear abhingig. Wir 1sen also

A Az

02

0 3

1 0

Der Rang des Gleichungssystems ist 2, d.h. es gibt nur die Losung A, = A, = 0, die Vektoren sind linear
unabhingig.

Ursprungsgeraden
Untervektorraume.
Beispiele: 4
A
1) V = R®. Seien XY, 3’
0 2
a=(0), =3 3
1 0
2zwei Vektoren im R*. Eine Lincarkombination von a und b ist z.B. der Vektor 2
P 1 A1VF AgVrAgvs
—gat2=| 6 |. 1
3 -2/3
2) Quadratische Polynome V' = P,. Seien 0 1 2 3 4 5 7



Rezept
Sind die Vektoren vy, va, ...,V
unabhangig?
e Schreibe die n Vektoren als Spalten
® Gauss-Algorithmus
¢ Hat man maximalen Rang (d.h. gilt r = n)?
® Falls ja: Die Vektoren sind linear unabhangig.
® Falls nein: Die Vektoren sind linear abhangig. Relevant fir das Thema
Basis von kommender Woche: Durch Streichen der Vektoren ohne
Pivots erhalt man eine grésstmdgliche Teilmenge an linear

unabhéngigen Vektoren. Rsis: urSqur?luLe Léf{.P,,,,
'I me l

€ R" linear abh&ngig oder linear

A,'m(srmm(v,,...,v..)) =y

Lineare Hiille (= Span)
Def 5.3.2: Sei V ein VR und v4,..., v, € V beliebige Vektoren in V. Die
Menge aller Linearkombinationen von vy,..., v,

span(vy, ..., Vp) i= {VG V‘V=>\1V1 +---)\nVn}

heisst die lineare Hiille von vy, ..., v,.
Anschaulich: Man kann sich die lineare Hdlle als eine Art “Tuch”
(unendlich gross) vorstellen, dieses Tuch hallt man um die Vektoren
v1,..., V. Alles, was nun in diesem Tuch enthalten ist, ist die lineare
Hulle von vy, ..., v,

Satz 5.3.3: Die lineare Hillle span(vy, ..., vy) ist ein Unterraum von V.

Erzeugendensystem
Def 5.3.4: Sei V ein Vektorraum. Die Vektoren vy, ..., v, heissen
Erzeugendensystem von V, falls sie den gesamten VR V aufspannen:
span(vy,...,Vp) =V
Satz 5.3.5: Sei V ein VR. Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann ein
Erzeugendensystem, falls sich jeder Vektor v € V als Linearkombination
von vy, ..., v, ausdriicken l&sst: .,
Ap: v= Z AV
i=1

YveV3a,...

5.4 Basis und Dimension
Def 5.4.1: Seien V ein VR und B C V eine Teilmenge von V. B heisst
Basis von V, falls

@ 5 linear unabhéngig ist.

@ B ein Erzeugendensystem von V ist, d.h. span(B) =

V.

Standardbasis, Dimension

Die n Vektoren

1 0 0 0

1 :

e =1. e=1.1, ) en= :
0 0 1 (1)

bilden die sogenannte Standardbasis des R".

Beispicle: el
Wir urtersuchen fast noch einmal die gleichen Beispiele wie vorher zu den Linearkombinationen: d =

1) Sgen wieder

Def 5.4.7: Die Dimension eines VR ist die Anzahl Vektoren der Basis
B={b,...,by} von V:

dim(V)=n

Satz 5.5.1: Jeder VR besitzt eine Basis.

Koordinatenvektor
Seien V ein VR und B = {by,..., b,} eine Basis von V. Dann kann jeder
Vektor v € V eindeutig in der Form

|V=X1b1+...

+ Xnbp

dargestellt werden.
Es besteht eine eindeutige Beziehung zwischen v € V und dem
Koordinatenvektor

Bemerkung: Die Darstellung eines Vektors v als Koordinatenvektor
hangt von der Wahl der Basis und der Reihenfolge der Basisvektoren ab.

3) Betrachten wir noch einmal die Polynome

2

@) =3, poe) =2 ps(e)=-2¢

im Vektorraum P;. Sind diese linear unabhéingig? Hier miissen wir die Gleichung
Vz €R

Aip1(@) + Aap2(@) + Asp3(2) = A1 -3+ M2’ + Ay - (-20) =0,

betrachten. Weil diese Gleichung Vz € R gelost werden soll, kénnen wir fiir = irgendwelche Werte
auswihlen:
z=0: 3\, =0
Bh+ A+ 2M =
3A1+ A2 —2X3 =0.

r=-1:

gl
Alis der ersten Gleichung folgt sofort, dass A1 = 0 sein muss. Dann liefern die beiden anderen Gleichungen:

Az = —2\3
Ag = 223

Addlert man diese beiden Gleichung ist klar, dass auch A2 = 0. Dies hat dann aber auch A3 = 0 zur
Folgs. Dies ist die einzige mogliche Lsung, die drei Polynome sind linear unabhéingig.

) -

lineare Hiille ist

zwei Vektoren im R?.

* Die von diesen Vektoren die Ebene

E = span(a,b) = {rERJ‘ 2= sa+th, g.eem}

Nach Satz 5.3.3 ist E ein Unterraum des R®. Dies sieht man auch daran, dass es sich um eine Ebene
durch den Nullpunkt handelt.
o Fiigen wir zu den Vektoren a und b noch den Vektor

53
=|3|=3a+b
3

hinzu. Was ist die lineare Hiille von a, b und ¢? Da ¢ cine Linearkombination von a und b ist, also ¢
in der von a und b aufgespannten Ebene liegt, “gewinnt” man mit dem Vektor ¢ nichts dazu, es gilt:

Die griine Ebene stellt die lineare &7
Hulle der beiden Vektoren v1 und va
dar. (v ist eine Linearkombination der
beiden Vektoren.)

span(a, b, ¢) = span(a, b) = E.

Die drei Vektoren a, b und ¢ spannen also immer noch bloss die Ebene E auf.

X

span(a, b, ) = R?,

o Hiitten wir stattdessen z.B. den Vektor

genommen, dann erhielten wir

denn 2 ¢ B.

Beispiel 1

Die Vektoren 1, x, x2 sind ein Erzeugendensystem von V = P;.

Beispiel 2

Auch die Vektoren 1, x, 2x + 2, x2 sind ein Erzeugendensystem von
— P

Beispiel 3

Eine beliebige antisymmetrische 3 x 3-Matrix ist immer von der Form

0 % x
J=|x 0 -x
% x 0

Also bilden die drei Matrizen

00 0 [

s=[0 0 -1], &=[o0

01 0 i

ein des L
Matrizen.

. Basis des R®
Zeigen Sie, dass die Vektoren

)

eine Basis des R* bilden und driicken Sie den Vektor

X

als Linearkombination von {b1,bs,bs } aus.
Wir I8sen das lineare Gleichungssystem
x= b1+ Kabs +Asbs,

Beispiel 1
B = {ey, e} ist eine Basis von V = R2. Aber auch die Vektoren

n-() =-()

bilden eine Basis B = {b1, bs} vom R?!

Beispiel 2

V = P, (Vektorraum der Polynome vom Grad < 2). Dann bilden
px)=1 p(x)=x,  pa(x)=x*

eine Basis von P,. Der VR P, ist also 3-dimensional!

- . also
2 ] Mo M
2 1 3 |6
S 1 -1 2 11
1 82 4 3 5|6
Wir fithren den Gauss-Algorithmus durch, wobei wir als Erstes die ersten beiden Zeilen
vertauschen:
M M A M A M| Mk A |
0 - O] -1 2 | n O -2 o, [J-12[n
2 1 3 6 0 [3] -1 | -16 0o [3] -1 | -16
e
1 4 3 5 |6 0 7 -3 | -3 o o [1] |1
4 Der Rang des Gleichungssystem ist 3. Das bedeutet, dass die drei Vektoren by, b, und
1 by linear unabhangig sind. Damit spannen sie den ganzen R3 auf und bilden eine Basis
des R>. Die Losung fir 4, A, und 4 liefert uns die gesuchte Linearkombination:
=1
2L L L J =164k =15 = k=-5
-2 -1 0 1 2 M=11-2+4 =4

Standardbasisvektoren in der
euklidischen Ebene

Die gesuchte Linearkombination ist somit

6
x= (11) =dby —Sby+b3
6

Bemerkung: Man sagt auch, dass

beziiglich der Basis {by,b2,b3}.

Beispiel:

Wir betrachten in P; das Polynom

plz) =6 — 2z — 22°.

und wihlen die Basis {pi,p2,ps}, wobei
) =1,

Diese Polynom ist als Linearkombination in dieser Basis gegeben durch

pa(z) ==,

— 2pa(z) — 2p3(2)-

im R? d

6
p=[(-2)er?
-2

Man beachte, dass die Schreibweise als Koordinatenvektor von der Wahl der Basis abhiingt. Wihlen wir z.B.
die Basis {q1,¢2,¢s} mit

p(z) = 6pi(z)

werden, also

Damit kann dieses Polynom als K

()= pa(@) = 2?, pa(z) = —22.

Dann gilt:
p(z) ) + 1gs(x).

Beziiglich der Basis {1, 2,43} schreiben wir also den Koordinatenvektor

2
p=|-2)eRr%
1

=2q:(2) - 20(=



5.6 Vektorraume mit Skalarprodukt

Definition Norm
Def 5.6.1: Sei V ein VR. Eine Norm ist eine Abbildung V — [0, oo (d.h.
jedem Vektor wird eine positive Zahl, die “Lénge”, zugeordnet), welche
die folgenden Eigenschaften besitzt:
@ absolut homogen:
[IAv] = [A[]lv], VYveV, xeK
@ subadditiv (Dreiecksungleichung):
lv+wl <Ivll+[lwll, vv.weV
@ definit:
[vl=0 = v=0.

Ein VR V, der mit einer Norm versehen wurde, heisst normierter
Vektorraum.

Normen
Auf den Raumen R"” und C" kennen wir bereits die sog. Euklidische
Norm

n
X, = | S %2, xeR™,
i=1

N
=
Il
I
N
N
m
(@]

3

Auf dem K" ist durch
n
Xl = (D %l
i=1

fir ein gegebenes festes 1 < p < oo jeweils eine Norm definiert.

Auf dem K" definiert auch

Ixllo = max |l
eine Norm. Diese Norm entspricht also einfach dem betragsmassig
grossten Eintrag im Vektor.

Auf dem Vektorraum der Matrizen K™*" definiert man die folgenden
Normen:
® Frobenius-Norm:

m n
SNl

=1 j=1

[Allg =

e Zeilensummennorm

1Al = max Z\au\

1<i<m

e Spaltensummennorm

Al = max Z 2

FUr einen festen Definitionsbereich D C K dehmert man den (reellen oder
komplexen) Vektorraum

1) = {1 JDHK‘/V )P dx < oo,

Il = [ 1109P dx)”p

Definition Skalarprodukt (reeller VR)
Def. 5.6.2: Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung, die zwei Vektoren ein
Skalar (in R) zuordnet, wobei die folgenden Eigenschaften erfillt sind:
@ bilinear
® (Avi 4+ Aave, w) = M (vi, W) + Xa(va,w) Yvi,ve,weV, A, 2R
® (v, AW+ dawe) = Aq(v, W) + Xa(v,we) Yv,wy,we €V, A, 2 €R
@ symmetrisch

mit der Norm

(v,w) =(w,v) Yv,weV

@ positiv definit

Einen R-VR versehen mit einem Skalarprodukt heisst euklidischer VR.

Definition Skalarprodukt (komplexer VR)
Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung, die zwei Vektoren ein Skalar (in C)
zuordnet, wobei die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

@ sesquilinear

o (Mvi+ Aave, w) = A (vi, W) + Na(va,w) Vv, wi, w2 € V, A, X2 €C
(v, w4 dewz) = A (v, wy) + Xa(V,W2), Vv, ve,w eV, A\, X2€C

@ hermitesch
(v,w) =(w,v) VYv,weV

@ positiv definit

(v,v) >0, VYveV,
(v,v)=0, & v=0.

Ein C-VR versehen mit einem Skalarprodukt heisst unitérer VR.

. Matrixnormen
Es sei die Matrix

1 -6
M= (-3 3—41)

a) Berechnen Sie | M/, ||M]|, und ||M]|_..
b) Berechnen Sie tr(M*M). Was stellen Sie fest?

gegeben.

a)
M|z = \/\1\2+ |—6i[% + |32 +|3— 4i)* = V1 +36+9 125 = V71 ~ 8.426,
1]l =max{\l\+|—3\,\—6£\+\3A4i\} =max{4,11}= 1,
HM[L,:max{\lHlAG[\,\f}\+\3A4i\} =max{7,8} =

b) Wir finden:

M= (611' 31341') '
MM = (7918 6i gqulr Gt) :
w(M*M) =71
Zuerst einmal sehen wir, dass M*M hermitesch ist, d.h.
(M*M)* =M*M.
Dies gilt fiir jede Matrix. Zweitens finden wir, dass
te(M™M) =71 = M|}

Dies ist der allgemeine Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt und der durch
dieses Skalarprodukt induzierten Norm:

(M,N) == t(M"N),
1Ml = /{4, M).

Beispiele:
1) Das Paradebeispiel, welches als Modell fiir die obigen Definition diente, ist das Standardskalarprodukt
auf dem R™ bzw. auf dem C™:
n
(zy)=z-y:=) =y, TYeR"
i=1
(w,2)=w-z:= Zmz, w,z€ C"
i=1
Das kennen wir schon. Beachten Sie, dass das Standardskalarprodukt und die Standardnorm zusammen-
gehoren und iiber die Formel
lzll, = V{z,z)
miteinander verkniipft sind. Mehr dazu weiter unten.

2) Die Menge der Matrizen K™*", egal ob reell oder komplex, ist ja auch ein Vektorraum (und zwar ein
m - n-dimensionaler). Ein Skalarprodukt auf den Matrizen kann man durch

(A,B) :=tr (ATB), A,BeR™",
(A, B) :=tr(A*B), A,BeC™".
Ist das wirklich ein Skalarprodukt? Uberpriifen wir dies (fiir den komplexen Fall):
o Wir schauen nur die Semilinearitit in der 1. Komponente an:

(A, B) = tr (AA)*B) = tr((A*B) = Mr(A*B) = M4, B)

o Die Spur einer Matrix hat die Eigenschaft, dass tr(A) = tr(A*). Aus dieser Eigenschaft folgt, dass
(A, B) = tr(A*B) = tr((A*B)*) = tr(B*A) = (B, A).
o Ist A€ K™*", dann ist AA* eine hermitesche m x m-Matrix. Es gilt:
(4,4) = (4" 4) ZHmerZm,J\ >0
i=1j=1

Offensichtlich ist also (A, 4) = || Al # — auch das Skalarprodukt fiir Matrizen hat seine zugehérige
Norm.

3) Auf dem Vektorraum P, der Polynome vom Grad < n definiert das Integral

1
va) = [ poat)de
-1
ein Skalarprodukt.



Skalarprodukte
Wir haben in LinAlg1 das Standardskalarprodukt definiert:
n

(X.y)=> Xy, XyeR
i=1
n

(w,z) = ZW,‘Z,‘ w,z e C".
i=1

Auf K™ (VR der m x n-Matrizen) definiert man das Skalarprodukt

(A,B):=u(ATB), A BeR™",
e B EAE), ABECTA
Im Vektorraum L2(DD) (hier als C-VR aufgefasst) definiert man das
Skalarprodukt

(.9 = | a0

Induzierte Norm

Falls in einem VR V ein Skalarprodukt definiert ist, so hat man

automatisch eine Norm definiert durch
[Vl := V/({v,v)

Dies nennt man durch das Skalarprodukt induzierte Norm. Ist auf V ein
Skalarprodukt definiert, so verwendet man immer die induzierte Norm.

Beziehung zwischen Standardnorm und Standardskalarprodukt

Die Norm eines Vektors 2 € K™ ergibt sich aus dem Skalarprodukt, denn aus der Definition der Norm folgt:

n n
lz|| = Z | = er =+/(z,2), z€R"
i=1 i=1

n "
lzl =4 |if® = Y mu=/{z2), zeC"
=1 i=1

Also gilt fiir einen beliebigen Vektor z € K™: H:L-H = <x’ $>

Fiir den Vektorraum der Matrizen K" mit dem Skalarprodukt
(A, B) = tr(A*B)

ist die zugehorige Norm die Matrixnorm

m n

Do layl

i=1j=1

Al = V{4, 4) =

induzierte Norm die L?-Norm

[fllze = V£ ) =

Offnungswinkel

Sei V ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt und v, w € V zwei
Vektoren in V. Wir definieren den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren v und
w durch die Formel

"4

= arccos ( {v, w) ) = arccos (%>
v VI wll NN
5.6.3 Orthonormalbasen (ONB)

Def 5.6.7: Sei V ein VR mit Skalarprodukt (-, -). Zwei Vektoren v, w € V
heissen orthogonal oder rechtwinklig, falls

(v,w)=0.

Def 5.6.8: Sei V ein VR mit Skalarprodukt (-, -). Eine Basis {ey,..., ey}
heisst Orthonormalbasis, falls die Basisvektoren paarweise orthogonal
zueinander sind und alle Norm 1 haben, d.h.

(ei, &) = 0 = {
Warum sind ONB toll?

Kor. 5.6.10: Jeder endlich-dimensionale VR V mit einem Skalarprodukt
besitzt eine orthonormierte Basis {e1 ey e,,}. Beziglich dieser ONB ist
ein beliebiger Vektor v € V gegeben durch

n
v="> (e, v)e
pa

d.h. (ej, v) sind die Koordinaten von v beziglich der ONB.

1 i=j
0 i#]

Hat man also eine orthonormierte Basis in einem Vektorraum, dann muss
man, um die Koordinaten eines Vektors bezlglich dieser Basis zu finden,
kein lineares Gleichungssystem Isen, sondern man muss nur die
Skalarprodukte des Vektors mit den Basisvektoren ausrechnen.

/_Z |f (@) do

n

Polynome
Im Vektorraum P; der Polynome vom Grad < 3 mit dem Skalarprodukt

1
#=a0) = | po)alw)ax
seien die beiden Polynome

px) =2, und, g(x) =x

gegeben.

a) Berechnen Sie || p(x)|, wobei ||-|| die von (-,-) induzierte Norm bezeichne.
b) Berechnen Sie den Zwischenwinkel a zwischen p(x) und g(x).

a) Wir erhalten

1P = v/ i ()]} = \/ [ pwan= \/ [ o= J z

b) Wir nehmen die Formel fir den Zwischenwinkel

o= m‘ccos( (pa) ) .
Pl i4ll

1 51 2
- A -
(M)—./lx dx= 5‘ =5
Die beiden Normen sind

Il = \/_[’wax— \/"77
lall = \/_/‘]szdx '\/:

Wir bekommen also schliesslich

1
7\/1771
Vi
1

Das Skalarprodukt ist

| \v/7
. y

| \v/
| 3’

V2l

2
cxfarccos( 5 = arccos ~ 041157 = 23.6°
\/2\/1 5
s

Beispiel

Nehmen wir den R® mit Standardskalarprodukt. Dann ist die
Standardbasis eine ONB:

) ) B

Wiirde man im R® ein anderes Skalarprodukt (— anderes Mass fiir
Winkel) definieren, dann wére {es, €2, e3} keine ONB mehr.

Beispiel
Py = {P(X)|P(X) =a+ax+ax? aeR, k= 01112}
mit dem Skalarprodukt
1
(p(x), q(x)) = / ) p(x)q(x)dx

Die Standardbasis {1, x, x?} ist keine ONB beziiglich dieses
Skalarproduktes.
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6.1 Lineare Abbildungen
Def. 6.1.1: Seien V und W zwei VR. Eine Abbildung

f:v—Ww,
vi— w=f(v)

heisst linear, falls f folgende zwei Eigenschaften erfillt:
0f(V1+V2):f(V1)+f(V2) Vv, o € V
@ f(Av) = Af(v) YveV,VieK

Matrix als lineare Abbildung
Jede m x n-Matrix kann als lineare Abbildung aufgefasst werden:
f:R" — R™
X—y=A-x

Drehmatrizen
® Matrizen, welche Drehungen (Drehspiegelungen) beschreiben,

mussen aus orthonormierte Spaltenvektoren aufgebaut sein, weil bei

einer Drehung eine orthonormierte Basis auf eine andere
orthonormierte Basis abgebildet wird.

* Die Determinante von orthogonalen Matrizen ist 1, weil bei einer
Drehung andert sich der Volumeninhalt nicht.
* Bei Determinante gleich 1 handelt es sich um reine Drehungen
(spezielle orthogonale Matrizen SO(n)).
¢ Bei Derminante —1 &ndert sich die Orientierung (Spiegelung).
Zum Beispiel muss die Matrix D eine Drehung im R?® sein:

1 9 4 48
D= 9 32 36 -9
-36 33 4

(Spalten von D sind orthonormiert, det(D) = +1)

Differentiation als lineare Abbildung

Die Ableitung von Funktionen ist eine lineare Abbildung. Wir wéhlen z.B.
V = P, , W = P5; und definieren

dix Py — P3
p(x) — p'(x),
Die Summenregel besagt nédmlich, dass
(p(x) +q(x)) = P'(x) + q'(x), Vp(x),q(x) € Pe
und ebenso ist

(Ap(x)) = Ap'(x) Vp(x) € P2, A €R.

Das sind aber genau die beiden Eigenschaften, die fir die Linearitét einer

Abbildung erflllt sein missen.

6.2 Matrix einer linearen Abbildung

Jede m x n-Matrix A kann man als lineare Abbildung R” — R™,

x — y = Ax auffassen. Umgekehrt kann jeder beliebige linearen
Abbildung f : V — W (zwischen endlich-dimensionalen VR) eine Matrix
zugeordnet werden!

Rezept: Aufstellen der Matrix

* Nehme die Basisvektoren aus By
* Wende die Abbildung f auf diese
y flinear Basisvektoren an
e Schreibe das Ergebnis als
Bvl lsw Koordinatenvektor bzgl. der Basis By

R ASK™ pem ® Schreibe diese Vektoren sukzessive
als Spalten in die Matrix A

Kommutatives Diagramm

Beispiel: Linear A:(; ,31>

Geometrisch: Was macht die Matrix A? Wir untersuchen, was die Matrix
A mit einem Quadrat, gegeben durch P(1[1), Q(—1[1), R(—1| — 1) und
S(1] — 1) anstellt: Wir bekommen:

z ()= 3)6)-6)
()= %) ()-(%)

L ()6 )=
\J (4= 2)()-(3)

Das Quadrat wird also durch die Matrix zu einem Parallelogramm verzerrt

und gedreht. Ausserdem hat sich der Umlaufsinn verandert. Gerade
Strecken werden niemals gekriimmt, sondern bleiben gerade. Matrizen
beschreiben Streckungen, Drehungen, Spiegelungen, Projektionen,
Scherungen.

Beispiel: Nicht linear
Ein Beispiel einer Abbildung, die nicht linear ist, ist die Abbildung
f:R? — R?
(o) = (7%
Wenn wir namlich erstens
o((a))+o((8) = (%) + (05) = (2 o
berechnen und zweitens
() (3))=+((222) - (G223 2)
X2 2 X2t Y2 Xttt + Xty
dann sehen wir, dass wir nicht dasselbe bekommen (in der 1.
Komponente). Somit kann g nicht linear sein.

Beispiel:

Seien P der R-Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 und P; der R-Vektorraum der linearen Polynome.

Die Ableitung ist die lincare Abbildung
i
Z.p—P
dx
p(z) — p'(z).
Bp, = {1,2,2°} Basis von P,
Bp, ={1,z} Basis von P;.

(1)) =0=0-1+0-a.
Die erste Spalte der Matrix A ist somit der Vektor (ﬁ) Die weiteren Basisvektoren ergeben:

() =1=1-140-=,
(%) =220=0-1+2-2

Die Matrix A der linearen Abbildung



6.3 Verkettung von linearen Abbildungen und
Matrixprodukt
Mit der Verkettung meint man das Hintereinanderausfiihren von
Abbildungen. Die Verkettung von linearen Abbildungen ist wieder linear:
Satz 6.3.1: Seien U, V, W drei VR und seien f : U — V und
g : V — W zwei lineare Abbildungen. Dann ist die Verkettung

gof:U— W

u- w = g(f(u))

ebenfalls wieder eine lineare Abbildung.

Matrix der Verkettung

Satz 6.3.2: Seien U, V, W drei VR und seien f : U — V und

g: V — W zwei lineare Abbildungen. Die Abbildung f besitze bezliglich
gewahlter Basen By, von U und By von V die Matrix A € R/*". Die
Abbildung g habe beziiglich der Basen By und By die Matrix B € R™</.
Dann besitzt die lineare Abbildung

gof:U— W
beziiglich By und By die m x n-Matrix

C=B-AcR™"
kommutatives Diagramm:

U f linear v g linear w

Bu:{u1,“.7u"}Jr lBV:{w..“,v/} lBW:{w‘,m,wm}

AcR/*" BeR™!
—_— _—

R/ R™

6.4 Kern und Bild von linearen Abbildungen

Def. 6.4.1: Seien V und W zwei VR und f : V — W eine lineare
Abbildung. Der Kern von f ist die Menge der Vektoren v € V, die von f
auf den Nullvektor 0 € W abgebildet werden:

ker(f) := {v € V‘f(v) — 0}.

Das Bild von f ist die Menge von Vektoren w € W, fiir die es einen Vektor
v € V gibt, der von f auf w abgebildet wird:

im(f) == f(V) = {w € W‘w: f(v)fireinv e V}.

Die Notationen “ker” und “im” stammen von den englischen Ausdriicken
“kernel” und “image”.

Satz 6.4.2: ker(f) ist ein Unterraum von V und im(f) ist ein Unterraum
von W.

Rezept: Kern

Lose das homogene LGS Ax =0
(Gauss-Algorithmus).

e Dann gilt
fli
v near. v/ ker(A): {XER”| AX:O}
By Bw n
l . l ker(f) = {v = Zxkvk] X e ker(A)}.
RN ’%L) RrR™ P

Der Kern ist (n — r)-dimensional, wobei
r = rang(A) die Anzahl Pivotelemente ist.

Rezept: Bild
¢ Die Spalten von A spannen das Bild von A
auf. Das heisst, wir missen nur noch die
linear abh&ngigen Spalten wegstreichen und
die Spalten die Ubrigbleiben, bilden eine Basis

v f linear w von im(A)-
e Wir fihren also den Gauss-Algorithmus durch.
Bvl lsw Diejenigen Spalten, die im Endschema des
— Gauss-Algorithmus ein Pivot enthalten, sind
R" —— R7™ linear unabhangig. Diese bilden die gesuchte
Basis des Bildes von f.
¢ Das Bild ist r-dimensional, wobei r = rang(A)
die Anzahl Pivotelemente ist.
Rangsatz
Satz 6.4.3: Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

| dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(V) j:&“ﬁ“k

Beispiel:
Wir wiihlen als Beispiel die Verkettung der Ableitung von Polynomen vom Grad < 3:

4 4
., p Z, p

R* AeR3*4 R? BER?*3 R2
(1)"=0=0-1+0-u2
(@)"=0=0-140-2
) =2=2.140-z

0100
010 00 20
(Y:BA:( ) 0020 :( )
002/ 003 0006

4. Knifflige Spur
Wir betrachten die Spur-Abbildung tr auf den reellen 2 x 2-Matrizen, also die Abbildung

tr:R>? — R
M— (M)

a) Zeigen Sie, dass die Spur eine lineare Abbildung ist. Uberlegen Sie auch, wie viele
Zeilen und Spalten die Matrix von tr haben muss.

b) Bestimmen Sie die Matrix A der Abbildung tr beziiglich der Standardbasen.

¢) Was ist das Bild der Spur-Abbildung tr? Leiten Sie daraus mit dem Rangsatz die
Dimension des Kernes von tr ab.

d) Was ist der Kern der Spur-Abbildung (ohne zu rechnen)? Schreiben Sie eine Basis
des Kerns der Abbildung tr auf.

a) Es lasst sich leicht tiberlegen, dass die Spur folgende beiden Eigenschaften erfillt:
(M +N) = te(M)+t(N) VYM,N eR>?
tr(A-M)=Au(M) YMeR¥? LeR

Dies bedeutet, dass tr eine lineare Abbildung ist. Das kommutative Diagramm zu
dieser Abbildung ist:

2x2 tr linear
R Loz p

| l

R* AR 4 R
Wir erwarten also eine 1 x 4-Matrix zu dieser Abbildung, also einen Zeilenvektor!!

Die Standardbasis von R2*? besteht aus den Matrizen

10 01 00 00
E"(o o)' EZ’(() 0)" E3’(1 0)' E"(() 1)'

Die Spuren dieser Matrizen sind

=2

und damit ist die Matrix A der Spurabbildung tr gegeben durch den Zeilenvektor
A=(1 0 0 1).

Wie kommt's? Ja Uberpriifen wir das Ganze anhand einer beliebigen Matrix

e (mH m;g)
my  my
Beziglich der Standardbasis hat M den Koordinatenvektor
miyy
| m2 4
Xm ot e R
my

Multipliziert man diesen mit der Matrix A, erhalten wir:

myy
myy
myy

Axy=(1 0 0 1) =myy+mp=uM) v

m

wie erwartet.

c) Die Spur einer Matrix aus R>*2 kann eine beliebige reelle Zahl sein. Das heisst
im(tr) = R. Nach dem Rangsatz muss dann gelten:

dim (ker(tr)) = dim (R**?) — dim (im (tr)) =41 =3
Der Kern muss also drei-dimensional sein.

d) Der Kern muss aus den 2 x 2-Matrizen mit Spur 0 bestehen. Solche Matrizen sind von

der Form
(” B ) , abceR.
c —a

Eine Basis von ker(tr) ist dann z.B.

)



6.5 Isomorphismen
6.5.1 Aus der Analysis: Umkehrabbildungen
Wir repetieren die Begriffe injektiv und surjektiv:
Def. 6.5.1: Sei f : X — Y eine Abbildung (die nicht linear sein muss).
Dann definiert man:
¢ f heisst surjektiv < f(X)=Y,
¢ fheisstinjektiv < xy # x2 = f(x1) # f(x2),
® f heisst bijektiv < f st injektiv und surjektiv.

Def/Satz 6.5.2: Sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Dann gibt es
eine eindeutige Abbildung f~': Y — X, sodass
flof=idx und fof'=idy
das heisst:
FUHx) =idx(x) =x  und  f(F(y)) =idy(y) = y.

Die Abbildung f~' heisst Umkehrabbildung oder inverse Abbildung
von f.

6.5.2 Umkehrung von linearen Abbildungen

Satz 6.5.3: Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
® 1 injektiv < ker(f) = {0} <> raug(€) = chim(V)
@ f surjektiv < im(f) = W <> rang(€) = dim(W)

Isomorphismus . %

[Def. 6.5.4: Eine bijektive lineare Abbildung heisst Isomorphismus. |
Satz 6.5.5: Sei f : V — W ein Isomorphismus. Dann gibt es eine
eindeutige lineare Abbildung g : W — V, sodass

gof=idy und fog=idw

Wir bezeichnen die lineare Abbildung g mit f~' und nennen sie die zu f
inverse lineare Abbildung.

6.5.3 Matrix der inversen Abbildung

Ein Isomorphismus f besitzt eine Umkehrabbildung f~'. Wie berechnet
man die Matrix dieser Umkehrabbildung, wenn man die Matrix A der
Abbildung f bereits kennt? y flinear

B | | 8w

K" AEK"’X”; Km Vl( oo => m= n

Wenn A die Matrix eines Isomorphismus f : V — W ist, dann ist die
Matrix der Umkehrabbildung 7~ (beztglich der gleichen Basen von V
und W) die inverse Matrix A~".

6.6 Basiswechsel :

Matrix des Basiswechsels

Def 6.6.1: Sei V ein VR, By die “alte” Basis von V und By die “neue” -

Basis von V. Die Matrix T des Basiswechsels ist die Matrix der =1

Identitatsabbildung v idy v

Bvl le

nxn
RP TER RP
Man erhélt die Matrix T, indem man die alten Basisvektoren bzgl. der
neuen Basis darstellt und in die Spalten schreibt.

Satz 6.6.2: Sei x der Koordinatenvektor von v € V beziiglich der alten
Basis By und X der Koordinatenvektor von v beziiglich der neuen Basis

By. Dann gilt

Rezept: Basiswechsel

e T: Schreibe die Basisvektoren der “alten” Basis bzgl. der
Basisvektoren der “neuen” Basis —> Spalten

e T-': Schreibe die Basisvektoren der “neuen” Basis bzgl. der
Basisvektoren der “alten” Basis —> Spalten

Da die “alte” Basis meist die Standardbasis ist, ist das Aufstellen der
inversten Matrix T~ oft einfacher!

Gegeben ist ein Vektorraum V mit “alter” Basis By und “neuer” Basis By:

3. 3x 3 invers
Eine lineare Abbildung sei gegeben durch

£iRP—R?

xq —2xy +xp —x3
o) | n—20-x ).
X3, —x—x2—2x3

Ist diese Abbildung bijektiv? Wenn ja, berechnen Sie die Umkehrabbildung f~! bzw. ihre
Matrix A=1.

Wir stellen zuerst die Matrix A der Abbildung bezlglich der Standardbasis {e. ,C’;,L’J} auf:

=2 1 -1
ep—> | 1 ex— | -2 e3— [ —1
el —1 —2

Die Matrix ist also

Die Matrix A hat nicht vollen Rang, ist also singulér. Die inverse Matrix existiert nicht und
somit auch nicht die Umkehrabbildung A !

4. Hin und zuriick, geht das?
Sei P, der R-Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Betrachten wir die lineare Abbil-
dung definiert durch
f:Ph—P
() — (xp(x) .
a) Stellen Sie die Matrix A von f beziiglich der Basis {1,x,x*} auf.
b) Bestimmen Sie den Rang der Matrix A. Ist die Abbildung f bijektiv?
¢) Berechnen Sie die Matrix A~! der Umkehrabbildung .

a) Wir berechnen die Bilder der Basisvektoren und driicken diese in der Basis {1,x,x*}
aus:

e (1) =1=1:140-x+0-2%

X (xex) =2%=0142.2402

A (ea?) =32 =0 14004347
Die Matrix A der Abbildung f ist also

100
A 02 0].
0 0 3

X X3 X3

I 0 o

0o [2] o

o o [3]

Der Rang von A ist drei, diese Matrix ist also regulédr. Somit ist die Abbildung f bijektiv.
c) Wirverwenden den Gauss-Jordan Algorithmus, um die Inverse zu berechnen:

10 0|1 00 0 0|1 0 0
()Z(I(IIU—»('I()U;'!('
003001 00 1[0 0 }

100
AT'=10 § 0],
00 |
Bemerkung:
Aus den Spalten von A~! kénnen wir nun wiederum ablesen, was die Umkehrabbil-
dung /! tut. Sie bildet die Basisvektoren wiefolgt ab:

b) Die Matrix A ist schon diagonal:

Wir erhalten

x
I—1 3 xt—

1. Manchmal macht’s ein Basiswechsel diagonal

Sei V ein beliebiger R-Vektorraum mit einer Basis By = {v1,v,v3}. Eine lineare Abbil-
dung f:V — V besitze beziiglich der Basis By die Matrix

-59 74 87
A= -4 7 -6 | .
38 —46 56

Der Vektorraum V habe eine weitere Basis By = {¥1,v2,73} mit
V1 =vi+2va+v3 Py ==3v+2v V3 =4vy vy —2v3.

a) Bestimmen Sie die Matrix T des Basiswechsels By — By.

a) Die Inverse der Matrix des Basiswechsels enthalt als Spalten die Koordinaten der
neuen Basis bezlglich der alten Basis:

1 -3 4
T =12 0 1|.
1 2 =2

Invertiert man diese Matrix, bekommt man

2 2 3
r=|-5 6 -7).
-4 5 -6



Basiswechsel: Spezialfa" b) Berechnen Sie die Matrix D von f bezlglich der neuen Basis By. Was stellen Sie

fest?
Satz 6.6.3: Sei f : V — V eine lineare Abbildung und A die Matrix von f

“ » . : . . « i . b) A ist die Matrix von f bezlglich By . Dann ist die Matrix D bezlglich der neuen Basis
bzgl. der “alten” Basis By. Dann ist die Matrix von f bzgl. “neuer” Basis )4 4 il B

By anhand des folgenden kommutativen Diagramms ablesbar:

By gegeben durch
~ 3 AERJXJ 3
A=TAT! R 425 g
wobei T die Matrix des Basiswechsels von By nach By ist. T l lT
3x3
nxn R? DR, 3
KN AcK K"
Daran lasst sich ablesen, dass
By By 2 -2 3\ (-5 74 -8\ (1 -3 4
) D=TAT '=[-5 6 -7 —4 7 -6 2 0 1 )=
T VMV T -4 5 -6 38 —46 56 1 2 -2
_ _ 2 -2 3\ (2 3 12 2 0 0
BV BV =|-5 6 -7 4 0 3 ]=(0 -1 0].
7\ Knxn -4 5 -6 2 =2 -6 0 0 3
S
n AR " n
K K Die Matrix D ist erstaunlicherweise diagonal. Es kann vorkommen, dass durch einen
Basiswechsel die Matrix auf eine viel einfachere Form gebracht werden kann. Ge-
wisse Matrizen kénnen mit einem Basiswechsel diagonalisiert werden, also in eine
Form verwandelt werden, in der nur die Eintrage auf der Hauptdiagonalen der Matrix
ungleich null sind. In dieser neuen Basis, also dem gednderten Koordinatensystem
des Vektorraums, wird die lineare Abbildung dann durch eine reine Streckung entlang
der Koordinatenachsen beschrieben.
Baslswechsel Beispiel:
< . . < . ; Wir betrachten auf dem Vektorraum Pj; der reellen Polynome vom Grad < 3 die 2. Ableitun
Satz 6.6.3: Sei f : V — W eine lineare Abbildung und A die Matrix von f : A d 8
bzgl. der “alten” Basen By und By. Dann ist die Matrix von f bzgl. G P Py
“neuer” Basen By und By gegeben durch pla) — p'(x).
;‘4' SAT L 4 Die 2. Ableitung ist eine lineare Abbildung. Beziiglich der beiden Standardbasen
. . . . (= . . Bpa:{l,l?.l'z.ﬁﬁa},
wobei T die Matrix des Basiswechsels von By nach By und S die Matrix & =i
des Basiswechsels von By, nach By sind. B '{ ’I}'
Ac Kmxn haben wir die Matrix der 2. Ableitung % bereits in Abschnitt 6.3 im Beispiel zur Verkettung von linearen
KN ——» KM Abbildungen ausgerechnet. Diese Matrix ist
4_ (00 20
By Bw “\o 00 6/
T v f linear W S Wir méchten nun die Matrix A von % beziiglich zweier neuer Basen
EH,:{l.x—l.(z—l)z,(x—l)x}, R AE_JRZX: R?
By Bw Bp = {1,1 = 2m} By, T T Bp,
= o
KI‘I ’qe—]KmX: Km von P und P, mit Hilfe der Formel ~ z By B 8
A=8SAT! Bp, l lﬁp,
berechnen. Die Situation ist im kommutativen Diagramm R AeR¥4 R?
dargestellt. Die Matrix 7! haben wir schon im Beispiel zuvor ausgerechnet, sie ist
1 1 1 1
i 0 1 2 3
e 0 0 1 3
0o 0 0 1
Wir brauchen also noch die Matrix S des Basiswechsel Bp, — l}iv,, Diese Matrix bekommen wir aus:

1—1=1.140(1-2z),
1 1
Tz z-ll( 2)v(l 2z),

{1
0 -3
Nun haben wir alles zusammen, um die Formel (6.1) anzuwenden. Es ist

1 11 1

e y A1 1 : 00 2 0[]0 1 2 3
AimSAT (li ; 00 06/10 0 1 3

0 0 0 1

1 ]z 00 2 6 00 2 -3
0 ; 000 6 000 -3/

also



E l'gem wer-te | L Eigen velforen

7.1 Eigenwerte und Eigenvektoren AX=AX

Def 7.1.1: Sei V ein VR und f: V — V eine lineare Abbildung.
e Ein Vektor v € V, wobei v # 0, heisst Eigenvektor (EV) von f mit X
Eigenwert (EW) ) € K, falls
f(v) = Av.
® Sei weiter A € K™ eine n x n-Matrix. Dann ist der Vektor x € K",
X # 0 ein Eigenvektor der Matrix A mit Eigenwert ) € K, falls 0

AX = Ax. Matrix A acts by stretching the vector x, &

Berech nung von Eigenvektoren not changing its direction, so x is an
Def 7.1.2: Sei Vein VR und f: V —» V eine lineare Abbildung mit Matrix eigenvector of A.
A € K™ bzgl. einer beliebigen Basis. Dann heisst
| Ex i=ker (A 1n— A)[= {x € K"|Ax = Ax} P
Eigenraum zum Eigenwert ) € K. IR

1) Eigenwerte berechnen:

Berechnung von Eigenwerten

A-3 5i

Satz 7.1.3: Sei V ein VR und f : V —s V eine lineare Abbildung mit ma=petiil =5 :‘ ~si 173| = (=3~ (-5h5t=A"~61+9+25F =
Matrix A € K™ bzgl. einer beliebigen Basis. Dann ist A € K genau dann =A2—6A—16=(A—8)(L+2)
éin Elgenwert der Matrix A’ wenn Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und damit die Eigenwerte der
Idet()\- ]ln*A):OI Matrix H sind 4; =8 und 2, = -2.
Charakteristisches POIynom 2) Eigenvekloren berechnen:
Def 7.1.6: Sei A € K™". Das Polynom i) Eigenveklor zu A;: o s
L
‘ pa(A) := det(A]ln—A)‘ S'“’H:(—sf 5)'

heisst das charakteristische Polynom zur Matrix A. Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Lésung

PA(A) = det (AL — A) = (A = M)™"(A = A2)™ - (A = A)™  1sksn - : - L pmpm——h
n: Anzahl Nullstellen des char. Polynom einer nxn-Matrix X =5i 5| 0 0
(wenn man die Nullstellen mit ihrer (alg.) Vielfachheit zahlt) ni=n p
k: Anzahl verschiedener NuIIsteIIen/Eigenwerte 2_1 = Damit ist (It der Eigenvektor zum Eigenwert 1; = 8. Normiert man diesen
' = Eigenvektor noch auf die Lange 1, erhdlt man
Algebraische und geometrische Vielfachheit JL(])
Eigenwerte kdnnen mehrfach vorkommen. Man bezeichnet dies als die o :
algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts. Mit der geometrischen ii) Eigenvektor 2u 4;: T
Vielfachheit des Eigenwerts A bezeichnet man die Dimension des (-2)-1-H= (75,- 75) .

entsprechenden Eigenraums. Die geometrische Vielfachheit entspricht

also der Anzahl linear unabhéngigen Eigenvektoren zum EW ). |
X X;

1 < geo. Vielf. von A < alg. Vielf. von A . 715 525

-5i -5

Damit ist { der Eigenvektor zum Eigenwert A, = —2. Auf einen Einheitsvek-

)

tor normiert erhalt man



7.2 Diagonalisieren von Matrizen

Sei V ein VR mit einer beliebigen Basis By und sei A € K"*" die Matrix
einer linearen Abbildung f : V — V bezlglich By. Wenn wir die Matrix A
diagonalisieren wollen, dann missen wir — falls méglich — aus den
berechneten Eigenvektoren von f (oder A) eine Basis Bgy erstellen und
fihren den Basiswechsel B, — Bgy durch.

nxn
K" AeK K"

By I I By
f linear
Vv —— Vv

Bey l l Bey
DeKan

K —— K"

Rezept: Diagonalisieren von A € K™*"

@ Eigenwerte berechnen. Die EW der Matrix A sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

Pa(X) = det (AL — A) = (A — M)™(A— A2)™ -+ (A — A)™

Dabei hat jeder EW ); die algebraische Vielfachheit n.
@ Eigenvektoren berechnen: Fir alle EW )\; berechne eine Basis von

ker (A1 — A).

@ Basis von EV aufstellen: Hat man n linear unabhéngige EV erhalten
bilden diese EV eine Basis. Nur dann ist die Matrix diagonalisierbar.
Falls man zu wenige EV bekommt, ist die Matrix nicht
diagonalisierbar und man muss an dieser Stelle abbrechen.

@ Basiswechsel auf die Basis von EV: Schreibe die n EV in die Spalten
von T—'. Die Matrix T erh&lt man durch invertieren. Die
Diagonalmatrix enthalt die EW auf der Diagonalen (mit Vielfachheit)
bzw. ergibt sich aus D = TAT—'. MATLAB: [Ti, D] = eig(A)

Diagonalisierbarkeit

Def 7.2.1: Sei V ein VR, f : V — V eine lineare Abbildung und
A € K™ eine n x n-Matrix.
¢ Die Abbildung f heisst diagonalisierbar, falls es eine Basis von V
gibt, bezlglich welcher die Matrix von f diagonal ist.
* Die Matrix A heisst diagonalisierbar, falls es eine regulare Matrix
T € K™ gibt (Basiswechsel), sodass D := TAT ! eine
Diagonalmatrix ist.

Satz 7.2.2: Eine lineare Abbildung f: V — V ist genau dann
diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus lauter Eigenvektoren von f
besitzt.

Satz 7.2.3: Eigenvekioren zu verschiedenen Eigenwerten sind immer
linear unabhangig.

Korollar 7.2.4: Falls eine n x n-Matrix A € K™" n verschiedene
Eigenwerte )1, ..., A € K besitzt, dann ist A diagonalisierbar.

Satz 7.2.5: Sei A eine n x n-Matrix mit dem charakteristischen Polynom
PAA) = (A = A1) (A = X2)™ -+ (A = M)™,
d.h. A hat die EW \;mit algebraischen Vielfachheiten n;, i =1,... k. Die
Matrix A ist dann und nur dann diagonalisierbar, wenn
dim(E)\,) =n;

Eine n x n-Matrix A ist also genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden
Eigenwert \; die Dimension des zugehdrigen Eigenraums (d.h. die
geometrische Vielfachheit) mit der algebraischen Vielfachheit des
Eigenwerts Ubereinstimmt. Es muss also zu jedem EW \; mit
algebraischer Vielfachheit n; genau n; linear unabhangige EV geben.

immer diagonalisierbar:

¢ |Matrizen mit n verschiedenen Eigenwerten (also alle Vielfachheit 1)
sind immer diagonalisierbar, denn Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten sind stets linear unabhangig.

® Sogenannte normale Matrizen, dazu gehdren

¢ symmetrische Matrizen A = AT
® hermitesche Matrizen A = A*

¢ orthogonale Matrizen AA” = 1,
® unitédre Matrizen AA* = 1,

Bei normalen Matrizen kann die Basis von EV sogar als ONB v
(o)

gewahlt werden.

1 1) Eigenwerte berechnen:

= D
pa(h) =det (A1 —4)=|* =2 A :(172)279—/1274“479:1274/1%.
oAl

4 4

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und damit die Eigenwerte der

Matrix A sind
4+4/16-4-7 413

und somit

2) Eigenvektoren berechnen:
a) Eigenvektor zu A;:

7 (; _3
Z1-a=( 2 2.
2 -3 3

Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Losung

X X2 X1 X2

5 —3| - 1| -1| = x=tx=t
_3 3 0 0

2 2

Damit ist G) der Eigenvektor zum Eigenwert 4; = 7.

oe-(] )

Das homogene lineare Gleichungssystem liefert als Losung

b) Eigenvektor zu A:

NiLi
lLlL

X X X1 X
-3 3] - ] 1] = n=tu=-
-2 2 o o

Damit ist (711) der Eigenvektor zum Eigenwert A, = §.

3) Die beiden Eigenvektoren gehdren zu verschiedenen Eigenwerten und sind des-
halb linear unabhangig. Folglich ist

1 -1
17\ 1
eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A. Beziiglich dieser Basis ist

. 70
D =TAT ‘:((2) 1

2

diagonal. Die Inverse der Matrix des Basiswechsels ist

1 -1 (1 1
o 1
r-(3) - )

Wann kann man diagonalisieren?

Eine n x n-Matrix A ist diagonalisierbar, wenn mindestens eine der folgenden Aussagen
zutrifft:

=

HNRRKX

A n verschiedene Eigenwerte hat.

A einen Eigenwert A hat, dessen Eigenraum die Dimension » hat.

n gleich der Summe der Dimensionen aller Eigenrdume von A ist.

Wenn A n linear unabhéngige Eigenvektoren hat.

Wenn es zu jedem Eigenwert von A mit Vielfachheit k auch k linear unabhéngige Eigenvektoren gibt.



Potenzen A" einer Matrix
® Wir stellen zuerst fest, dass fur die Diagonalmatrix

M 0 ...0 A0 ... 0
0 X ... O 0 X ... 0
D=1| . ) ) = D'=| . )
: 0 P : 0 Lo
0 ... 0 X 0 ... 0 X

e Es gilt aber auch:

AT=A.A.-A...A= (TqDT)'(T’1DT).-.(T*1DT)

nmal

nmal

=T7'D1,D1,---1,DT = T~'D"T.

und somit haben wir eine Formel fir A"!!

A"=T-'D'T
Matrixexponential
— 1 1 _A
et = ]1,,+A+2A +6A +..._nz:% N

Wir brauchen also die Potenzen A" flir n € N zu berechnen, wobei wir nur
den Fall betrachten, in welchem A diagonalisierbar ist:

D=TAT' & A=T7'DT
e Die Formel fiir A” kénnen wir zu Berechnung von e verwenden:

A=T"1,T+ T—1DT+%T—‘D2T+%T—‘D3T+.,.

1 1 — D"
_ 71 2 3 _ 711 _ 114D
=T (1,,+—D + =D +...)T_T (E:H>T_T e’ T,

2 6 par
wobei
e 0 ... 0
0 e* 0
e = .
0 .
0 0 e

e Also haben wir auch eine Formel fiir e!l!!

Nicht-diagonalisierbar?
Wie kann man diese Anwendungen A", e* usw. berechnen, wenn A nicht
diagonalisierbar ist?

* Man berechnet die sogenannte Jordan-Normalform der Matrix A.

® Mit der Jordan-Normalform funktioniert die Berechnung von A" und
e* trotzdem.

Matrixpotenz
Von der unbekannten Matrix B kennt man die Eigenwerte 4, = 1, A, = 0.8 mit den zuge-

hérigen Eigenvektoren
=(?) und —(Z
v = 3 V2= 5

a) Berechnen Sie die Matrix B.
b) Berechnen Sie B'°
c) Berechnen Sie lim,_,. B"

Aus der Aufgabenstellung kann man die Diagonalmatrix sowie die Matrix des Basiswech-

sels ableiten:
p=reri=(! ©
- —\0 08

(23 (5 -3
T *(3 5) 7 T={35 2
a) Wir erhalten
i (2 3\ (1 O 5 =3\ _ (2 24\(5 -3\_ /(28 -12
B=T DT’(z 5)(0 03)(4 2)*(3 4)(—3 2)*(3 *1)
10 oeipton (2 3\ /1% 0 5 -3\ (2 032\(5 -3
B°=T"D T‘(a 5)(0 08°)\-3 2 /7\3 054)\-3 2

(903 -536
~\1339 793

b)

c)
S _(2 3\, (1" 0\(5 -3
et l‘_‘.‘LDnT*(3 s)imlo os)\3 2

GGG D-GIG D=0 )
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