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y = sinh(x) |
y = cosh(x) (4

y = tanh(zx) ]
— y = coth(x) |4
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<

Trigonometrischer Pythagoras:
sin? + cos? = sec? — tan® = csc? — cot? = 1.

. Komplementarwinkel: sin (% - a:) = cos(z), cos (g - x) = sin(z).

. Symmetrie: Die Sinusfunktion ist ungerade, sin(—z) = —sin(z), Vo € R.

Die Kosinusfunktion ist gerade, cos(—x) = cos(z), YV € R.

. Zwischen den trigonometrischen und den Arkusfunktionen gelten die Zu-
sammenhdnge
cos(arcsin(z)) = sin(arccos(z)) = V1—a2, ze[-1,1],
cot(arcese(x)) = tan(arcsec(z)) = ‘T—‘ 22 -1, zeR\(-1,1).
z

. Additionstheoreme:
sin(z + y) sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y), (104)
cos(x+y) = cos(x)cos(y) — sin(z)sin(y). (105)
. Spezielle Grenzwerte:
lim SE =L _ o gy @) g (106)

z—0 xT =0 T

1 2

6@77/{5 11n S W?/im"]
Einbohypodel 7=

— = sech (@) |

— y = csch(a)
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Pontt (cosh(A), shi(A). woke) A
04:'2 F(/.'f(/% '-Z-M/:\s/bﬂm G-twﬂ/(ﬂh,
thye 9/@,‘171/19;1// wud Az #7}’/*/5:/ esf

1. Hyperbolischer Pythagoras:

cosh? —sinh? = sech? + tanh? = coth? — esch? = 1.

2. Zwischen den Hyperbel- und den Areafunktionen gelten die Zusammen-

hdnge

cosh(arsinh(z))

sinh(arcosh(z))

coth(arcsch(x))

tanh (arsech(z))

V1422,
2 —1,

x 1+ z2,

V1—a2,

z €R,

z € [1,00),
z € R\ {0},

xz € (0,1].
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Exponentialfunktion auf C:

z—> e*

(Lot for

Farbcodierte Darstellung der
komplexen Exponentialfunktion

exp:C—C o Lk
= exp(z)= Zk—

z :es+it — S it

x-Achse: Re(z)
Eulersche Zahl: y-Achse: Im(z)
e = exp(l) — i Farbe: arg(e?)
=0 k! Helligkeit: |e?|

Dunklel bedeutet betragsmassig kleine
Funktionswerte, hell bedeutet betragsméssig

e e’e e eR || =1

Eulersche Formel

+1=0

grosse Funktionswerte. Die Grundfarbe stellt das
Argument des Funktionswertes dar (Winkel relativ
zu reellen Achse). Die sich wiederholenden
Farbbénder lassen deutlich erkennen, dass die
Funktion in imaginarer Richtung periodisch ist.

e = cos(t) + isin(t)
=cis(t +2nk), keZ

Plots: Exponentialfunktion auf C:

exp:C—C
P ) ez:es—l—it

Realanteil der komplexen Exponentialfunktion

s+it s

t=0: e =e => Re(e)=¢,

s+it

s=0:

Kartesische Form / Polarform/Exponentialform:

x + iy kartesische Form
z = 4qrcCis(p + k-27) Polarform
relptk2m Exponentialform

wobei k € Z beliebig.

kartesische Form — Polarform/Exponentialform:

e

arctan(%) <0 A y<O
=0 A y<O
arctan 4 0
g :=arg(z) = ($> v

=0 A y>0
r<0 A y>0
r=y =0,

arctan( )
nicht definiert

wobei | € ]—7r,7r oder mit dem Arcuscosinus:

[E.—

arccos (ﬁ) y>0
p:=arg(z) =1 _arccos ﬁ) y <0
nicht definiert r=y =0,

Polarform/Exponentialform — kartesische Form:

X = rcosp
y=rsing

Im(e) =0

= e®e' = ¢'(cos(f)+isin(¢))

Imaginaranteil der komplexen Exponentialfunktion

=¢" = cos(d)+isin(t) => Re(e) = cos(t), Im(e) = sin()

B R I e T e el L L L CE I R 4

“schonste Gleichung der Mathematik”

{zE(C‘ 2] :1}

cis-Funktion
cis: R — St St=

cis(t) := e" = cos(t) + isin(t) | =1
oder in zwei Formeln fiir Real- und Imaginarteil Im
ausgedriickt: i1
X it —it [ FO Ee—
cos(t + 27k) = Re (e”) = %, ke,
it —it
. _ ity _ €' —€ — .
sin(t + 2rk) =Im (e )_7% , kezZ. S0 1 pe

Bemerkungen:
i) Der Name “cis” fiir diese Funktion ist eine Abkiirzung fiir “cosinus plus i mal sinus”.

i) Die Abbildung cis bildet die reellen Zahlen R (stetig) auf den Einheitskreis ab S! in der komplexen
Ebene ab.

Plot:
cis-Funktion
cis: R — St

t—> e = cos(t) + isin(t) e =1

e R L L L L A e e R R e e L L L L]

Rechnen in C
e Addition/Subtraktion: Kartesische Form gut geeignet

Z1 =Xy + Iyq

2= X+ iy } = Z1 £ 2= (X1 LX) +i(y1 £ y2)

* Multiplikation/Division: Exponentialform gut geeignet

4 p— r1 eig01+k-27ri }

2o = peieetkeni [ = Z R =T gle1tk2ml.p, glvath2mi

® Potenzen: Exponentialform gut geeignet

z= reitp+k~27ri N - (re/<p+k~27ri)n

Gleichungen lésen in C
Wir suchen die Lésungen z € C von der Gleichung

zZ"=¢

wobei ¢ € C und n € N gegeben sind.
Vorgehen

© Schreibe c in die Exponentialform um:

keZ

_ itk
c = re'vrier

@ Ziehe auf beiden Seiten der Gleichung die n-te Wurzel. Wir erhalten
n verschiedene Lésungen
zk:(re"“’*kz’”') = rel ke k=0,1,...,n—1.

@ Falls gefragt, wandle die gefundene Lésung (in Exponentialform) um
in die Polarform bzw. kartesische Form
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