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e e N ‘G:ijigli:he;:igni:s;% @ A (=49 Komplement von A / kein Elementarereignis aus A findet statt
S . ANB Schnittmenge von A und B B ein Elementarereignis aus A und B findet statt
T (eB) = 01 =10% Summenregel = ) , )
i | t: i A oder B findet statt
& go = o1 =i 9 AUB Vereinigung von A und B =) ein Elementarereignis aus A oder B findet sta
g = 009 =9% A\B Aochne B = ein Elementarereignis aus A tritt ein, aber nicht
o (RR) 009 =9 @ ey
—e™ (RB) = 006 = 6%

o (BG) = 01 =10%

Produktregel

o' (BR) = 006 = 6%

] AcB A ist eine Teilmege von B = wenn ein Elementarereignis aus A stattfindet,
dann immer auch ein Elementarereignis aus B
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Die klassische Wahrscheinlichkeit tritt dann auf, wenn die Anzahl der Elementarereignisse endlich ist und alle
Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind. (Auch Laplace Wahrscheinlichkeit genannt)

_ Anzahl giinstige Falle _|E]
P= Anzanl mogliche Falle ~ ||

Vorgehen: - Ereignisraum {2 bestimmen fiir alle maglichen Félle und Ereignis £ bestimmen fur alle
glinstigen Falle.

- Die Kardinalitat |2| bzw. |E| bestimmen, um die Anzahl méglichen Fille und die Anzahl

glnstigen Falle zu erhalten. o€+ IM;’{' %mlaz'm \Lar‘((

- Formel fiir klassische Wahrscheinlichkeit anwenden.
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Die Wahrscheinlichkeit ist proportional zur Masszahl eines Flicheninhalts oder ein anderes geometrisches

Objekt.

_ glinstige Flache
p= maogliche Fliche

Vorgehen: - Geometrisches Objekt zeichnen.

- Mégliche Flidche markieren und berechnen (Bruchteil, der die mogliche Fliche des Ganzen
ausmacht).

- Gunstige Flache markieren und berechnen (Bruchteil, der die giinstige Fliche des Ganzen
ausmacht).

- Formel fir geometrische Wahrscheinlichkeit anwenden.
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Pz len V‘UAELVI Wal schesu AN

0 < P[E] < 1furalleE.

P =1 siles Eve nis

P@) =0 Unmmsglehes Ereisnis

PE=1-P®) | Kovmplemenbavereignis (ot hifieih)
/| P(EUF) = P(E) + P(F) — P(ENF) | Vareinigung

P(EUF)=P(E)+P(F) falls ENF = ¢ (unvereinbar = disjunkt)

\)'FL'V el ar(s 2 Frefﬁn.‘sszr Sielbformel

=j1 1=j1<j2 1=51<j2<33

I YR
k=1

1=51<j2<---<Jk
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1

o ()" P(ELN---NEy)
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manen glelh Snd "vereinfacht! g Ale Formel zu:

nP(A;) — (Z)P(Al N As) + <§> P(A; N Ay N A3) — (Z) P(A; N Ay N A3 N Ay)

+(Z)P(A1 NAsNA3NA N As) =4+ (1)"IP(A; NN 4y),
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In der Siebformel werden die grésseren Durchschnitte immer kleiner

|AUB|=|A|+|B| - |ANnB| / \
[

|AUBUC|=|A| +|B| +|C|
—|ANB|-|ANnC|-|BnC|
+|ANnBNC|

e )
\\ y
|AUBUCUD|=|A|+|B| +|C| +|D

~|ANB|-|ANC|-|AND|-|BNC|-|BND|-|CND|
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-|AnBNnCND|
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B e
V. -,
GE| 48D
E B
ierl ABE
ABCDE BE
e
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=> Wir erhalten einelobere Grenze)fiir die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung, wenn wir in der Formel nach einer positiven Summe

abbrechen und eine(untere Grenze) wenn wir nach einer negativen Summe abrechen:
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1=71
n n
P(BU--UE) QY. P(E:) - (5 P(E,NEy)
1=71 1=j1<j2
n n n
P(EyU---UE,)(<)Y P(E;,)- Y, P(E,NnEy)+ (Y, P(E;,nE;NE)
1=51 1=51<j2 1=51<j2<j3
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P(A|B) = P(A)

Dabei ist zu beachten, dass unabhéngig nicht das Gleiche ist wie disjunkt!

P(ANB) = P(A) - P(B) + P(ANB)=0

unabhingig # diSj“ﬂL(E-,AL.'css% sich
e
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A und B sind (paarweise) unabhéngig voneinander und beeinflussen sich somit nicht, wenn gilt:
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B A P (B ﬂ A) (A |B) (B) r%o: Satz von Bayes Beispiel
( | ) - P (A) - P (A) Es werden 10000 Patientinnen untersucht. 1 % aller Patientinnen sind erkrankt.
Erkrankte Patientinnen (Nicht erkrankte Patie-ntlnnen\
\ atsichichegank. |
& Der Test zeigt mit 10 % ein falsches Ergebnis, d.h. er ist falsch-positiv bzw. falsch-negativ.
wid Lotala Ww'ket: T o . ti X;"% . ii %; .
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P A Bk P Bk Ergebnis Ergebnisse negativ Ergebnisse { Ergebnisse
kz:; ( I ) ( ) % C—) Von 1080 positiv Ergebnissen sind nur 90, also etwa 8,3 %, tatsachlich krank!
5 - =
PR asE) = P(positv|krank) - P(krank)
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. , 8 g° 09-001  09-001
2 Te: (Weﬂ.ﬁﬂl’l . P(krank|positv) = = ~ 0,083 =83%
P (A |B) 2 (B) . 1080/10000 0,1089
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x v Dl L h I _G“ (( S .
. m 0 X=|:[€R
0, X, s Whabo Neing 4,
) Xn
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Diskrete Verteilungen

Geometrische Verteilung

Anzahl Versuche bis zum ersten Erfolg bei konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit p. Bei-
spiel: Kugeln ziehen mit zuriicklegen, von den Kugeln ist ein Anteil p rot, Erfolg = eine

rote: Pi=1) . Pl<l)

Parameter I I I I
u,; I I I | ° I

o p: Erfolgswahrscheinlichkeit 0 0 0 000y Lo

evstw Erloly beim kten Voswh: P(X =k) = p-(1— p)it M:/\m
arstor Erlolynach wicht wehy As « vwshen: P(X <k) = 1—(1—p)* /\
BE(X) = 1/p A ¥
’(X) = (1-p)/p’ e

Binomische Verteilung

Anzahl Erfolge in n Versuchen mit konstanter Wahrscheinlichkeit p. Beispiel: Kugeln zie-
hen mit zuriicklegen, von den Kugeln ist ein Anteil p rot, Erfolg = eine rote

Parameter

» p: Erfolgswahrscheinlichkeit

e n: Anzahl Versuche

P(X =k) =
E(X) =
o*(X) ‘
")
L .
PX<L) = Z(k)r" (-
=6
PX>L) = Z(:)r"'(i-ro)""‘



Multinomische Verteilung

Anzahl Ergebnisse vom Typ 1,2, ..., k, welche konstante Wahrscheinlichkeiten py, pa, . . ., px
haben, n Versuchen. Beispiel: Anzahl Wiirfe mit Augenzahl 1,2,...,6 in n unabhangigen
Wiirfen eines Wiirfels.

Parameter
e p1,...px: Erfolgswahrscheinlichkeiten

e n: Anzahl Versuche

n
7 n
P(ni,ng,...,ng) = I
nyng...Ng

n! -

nl- .
nl -l -] P

Wobein =n; + ... 4+ ny



Hypergeometrische Verteilung

Anzahl Erfolge in n Versuchen, ohne zuriicklegen. Beispiel: n Kugeln ziehen aus g Kugeln,
von denen h rot sind. Erfolg = eine rote

Parameter - =

e ¢: Anzahl Kugeln @ %’

o h Anzahl rote Kugeln

e n: Anzahl Versuche

Poisson Verteilung

Anzahl Ereignisse pro Zeiteinheit, wenn der Mittelwert (Erwartungswert) der Ereignisse
bekannt ist und die Ereignisse unabhéngig voneinander eintreten. Beispiel: Anzahl radio-
aktiver Zerfélle / Sekunde, Anzahl Kunden, die pro Stunde am Postschalter eintreffen

: S
| |
,I|
T

Parameter

0.15

o A Erwartungswert ( = Varianz )

Probability
0.00 0.05 0.10

P(X_k) 7)\,Ak 0 5 10 I“1‘5“H2A0
k ' Number of Successes
B(X) = A
ocA(X) = A



Naherungen

Verteilung 1

‘ Parameter ‘ Verteilung 2 ‘

Parameter ‘ Bedingung

hypergeometrisch g,h,n binomisch | n=n,p=h/g | h<g
binomisch n,p Poisson A=n-p pK1
I mbinomisch mhypergeometrisch I Aus einer Urne mit roten und blauen Kugeln werden 10 Kugeln gezogen.
ZufallsgroRe X ist die Zahl der gezogenen roten Kugeln.
035 a) Ziehen mit Zuriicklegen. Die Grundwahrscheinlichkeit dndert sich nicht.
Die Wahrscheinlichkeiten sind binomial verteilt.
030 b) Ziehen ohne Zuriicklegen. Die Grundwahrscheinlichkeit dndert sich.
Die Wahrscheinlichkeiten sind hypergeometrisch verteilt.
nzs
020
0LiE
nig
o
008 - I] I] B =
-3~ Poisson -&- Binomial Poisson versus binomial distribution, from number of heads in a coin
056 toss. The Poisson distribution shown assumes an average of 5 heads per
) toss (A = 5); the binomial distribution shown assumes 10 coins were
025 tossed, and the probability of a head is 0.5.
0.20
E 0.15
2
a
0.10
0.05
0.00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Heads
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Stetige Verteilungen

Gleichverteilung/Uniformverteilung

Eine auf dem Intervall (a,b) gleichverteilte Zufallsvariable X ist absolut stetig und hat die Ver-
teilungsfunktion und Dichte

0 fallsz<a 0 fallsz<a
Fx (z) = 2”_;“: fallsa <z <b und f(z)= ﬁ fallsa <z <b
1 fallsb<z 0 fallsb<z

Wir haben den Erwartungswert und die Varianz

2
E[X]= el und var (X) = (612(1)
berechnet.
I .
W {w 't berehnen
Losen mit Dichtefunktion Losen mit Verteilungsfunktion
P[usxsv]=fl:'f(x)dx Plu< X =v]=F@w) —F(u)
P[qu]=f:°f(x)dx PlXzul=1-F(u)
Pix<vl=[" flx)dx PIX < v] = F(v)
Zu beachten: f(x) ist nicht fiir alle x gleich!!! Zu beachten: F(x) ist nicht fiir alle x gleich!!!

Ausserhalb des Intervalls [a, b] gilt f(x) = 0 Fiirx < agilt F(x) = 0, firx > bgilt F(x) = 1

Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung wird haufig verwendet, um die Wartezeiten zwischen Ereignissen zu model-
lieren (Zeit zwischen Anrufen auf Hotline, Zeit zwischen ankommenden Kunden, Zeit zwischen dem
Ausfall von Glithbirnen eines Gebdudes, ...) und kann als nicht diskrete Version der geometrischen
Verteilung aufgefasst werdenF_Ul

Eine exponentiell mit der Rate A > 0 verteilte Zufallsvariable hat die Verteilungsfunktion

und Dichte > T R Expr|]A>0
1—e™ fallsz>0 Xe ™ fallsz >0
Fx (z) = und fx (z) =
0 sonst 0 sonst

Mittels partieller Integration konnen der Erwartungswert und die Varianz

E[X]= % und var (X) = %

berechnet werden. (Darstellung (7))

Eine wichtige Eigenschaft der Exponentialverteilung ist die sogenannte Gedéchtnislosigkeit.
Fiir jede exponentiell mit Rate A verteilten Zufallsvariable X und beliebige Werte z, d > 0 gilt die
Gleichung

P(X>z+d|X>z)=P(X >d)

In Worten: Wenn wir schon x Zeiteinheiten gewartet haben, dann ist die Wahrscheinlichkeit, noch
einmal mindestens d Zeiteinheiten warten zu miissen die gleiche, wie wenn wir iiberhaupt noch nicht
gewartet hétten.

w ' ket boraduasn

Lésen mit Dichtefunktion Losen mit Verteilungsfunktion

Pla< X <b]l=F(0)-F(a)
=(1-e"") - (1-e)
- e—)«z_ e—)\\o

Pla< X <b] =[] f(x)dx

= fab/le"‘“ dx = [—e“-"]:

f (%)
A
i ;
a
F(x)
A
1
T -




Normalverteilung/Gaussverteilung

Wir betrachten in diesem Abschnitt die sogenannte Normal- oder Gaussverteilung, welche die wahr-
scheinlich wichtigste aller Verteilungen ist. Eine normalverteilte Zufallsvariable X besitzt die

Dichte 1 —_
T—p
z) = e~ =N, (z) | TR: normPdf(x,y,0)
fX( ) omo? My ( )

mit dem Mittelwert © € R und der Standardabweichung o > 0. Die Bezeichnung der Parameter ist
gerechtfertigt, denn mittels Rechnung erhalten wir den Erwartungswert und die Varianz

E[X] = pund var (X) = o2

Die Verteilungsfunktion

Fx (z) = / fx@)dt=0,,(z) | TR: normCdf(-=,x,p,0)

kann leider nicht geschlossen integriert Werderﬂ Eine Darstellung als Potenzreihe ist jedoch méglich
und fiir die numerische Berechnung der Werte werden geeignete Approximationstechniken verwendet.

Da die Dichte fx (z) der Normalverteilung symmetrisch um den Mittelwert p liegt, erhalten wir
fiir die Verteilungsfunktion die Beziehung

Fx (p—2)=1-Fx (p+2)

Die Bedeutung der Normalverteilung ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz, welcher verein-
fachend formuliert besagf??] dass jede Summe von vielen kleinen und untereinander unabhingigen
Beitriigen annihernd normalverteilt ist[*’] Wir werden diesen Grenzwertsatz im Kapitel [5| studieren.

In vielen Quellen finden wir die Werte der Verteilungsfunktion

1 r 2
@(:L‘) = ¢0,1 (.’L‘) = E / e~z dt

der sogenannten Standard-Normalverteilung, also der Normalverteilung mit den Parametern p = 0
und 0 =1, in TabellenformF_I] Daraus koénnen wir bei Bedarf die Werte der Verteilungsfunktion der

allgemeinen Normalverteilung berechnen, denn fiir jede normalverteilte Zufallsvariable X und jede
Zahl z € R erhalten wir mittels der Integraltransformation t = os+ pu = g (s) die Verteilungsfunktion

x

1
— [ e
V2no? /

$,,(x)=Fx(z)=P(X<2)=

1 { _s2 T—
= e 2ds=¢9 :
\/271'/ ( o )

Fiir eine beliebige normalverteilte Zufallsvariable X und einen Wert k£ € R ist die Wahrscheinlich-
keit, dass der Wert der Zufallsvariable X um weniger als & Standardabweichungen ¢ vom Mittelwert
u© abweicht

P(p—ko <X <p+ko)=Fx(p+ko)— Fx (u— ko)
=2Fx (p+ko)—1=2&(k)—1,

immer die gleiche.

Plp—o <X <p+0)=0.683
P(p—20<X <pu+20)=0.955
P(p—30 <X <pu+30)=0.997

Bei der Berechnung der p-Quantilen x, kommt die inverse Funktion der Verteilungsfunktion Fx
oder die inverse der Standard-Normal-Verteilungsfunktion @ zum Einsatz.
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cov (XI/XZ> = E[X:Xz] . ED(JE[X%]
COV[X;/)(2> = CO\/{X‘Z/X(>
(a\/(@Xl 419)?4/ X‘Z) = o CO'V(XI/X‘L> + BCOVOA(/:/XZ)

%PVE(M‘UOV\SL(Q€\Q€{|Z—LQV\%’
Xi )‘2) = CoV(X,, le é(—{/l)

(Cxixa = COV(ET—/ 0z, a7 0z
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