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Rechteckpuls Séagezahnpuls Dreieckpuls
F owe l’&'l"&

G 1
Umrechnung zwi Dar ten n=0 1 el ST _ —— signal
an=2-Re(Cr), bn=—2-Im(cy) / \\| == 0s :z?.
a, by ao a, by . 20 s
=2 _i=2 == =C, == 5 / \ = =
Cn > '2~ Co PR C_n==Cn 2+/2 :}n/ \ = s
an:AnCOS(kpn) bn: *AnSin(L,ﬁn) = 01 02 03 04 of5 06 07 08 09/,3 = ‘\\ .1 02 03 04’/05 0/6 07 08 09 1\l 12 <7
’ ; \/To / A S %
An=2|Cn|, ¢pn=arg(cn) a, ° \\\ /' i3] NNV 3
A, DC=C=2 : AN/
Ch= Ems(',a,,) el Bt
v
S}’”Vﬂe,'érlel/jmfrha 'F‘f’lnn
ao: Konstanter Anteil (DC- An opn entspncht einer Verschlebung von f(t) 2. Fourierkoeffizienten erkennen
nach unten und oben. DC =G £ arithmetischem Mittelwert (ET: 5[6""“"’5"4) 3. (3n m\ 1 snoom
b, =0, Vn € N: Gerade Funktlonen enthalten nur ) =g sin (7’_ 5) +i°°s<7’+ Z)

2 i - os(-x)= ces Geben Sie die Fourierkoeffizienten von x(t) i itude- -| i y
cos(nwt)-Schwingungen.  cos(-x)= cos(x) (1) in der Amplitude-Phase-Notation (4, ¢x)
an = 0, Vne N: Ungerade Funktionen enthalten nur an und stellen Sie es das Spektrum graphisch dar.
sin(nwt)-Schwingungen. ~ sin(-%) =-s'n(x) 3 (3 w1 (5% = i

X i . . . x(t):—sin<7t——>+—cos(7t+—) o7
Durch Verschiebung von f(t) nach links oder rechts, kann bei Bedarf eine 4 2 3/ 2 24
periodische Funktion immer gerade oder ungerade gemacht werden. _ %sin(%tf g _ g " ;) +%Cos (%"H %) o
.
reel/e, gft‘VQLWée :%cos(%t—g—g)+%cos(%t+%): O 1/4 24 34 44 54 64 THz)
Die Menge der periodischen Funktionen (mit Perdiode T > 0) sind ein ) e . . 5
VR. Wir benétigen aber ein Skalarprodukt, daher benutzen wir den =08 (7":— ?”) + 5008 (%’H g) o
R-Vektorraum 4 R
T ) AkZOVkGNu\{3,5),A3:%UndAs:% 0| 14 274 3 44 54 64 TMHz)
2 — 9
(0, 1) = {f: 10,7+ k| /0 () dix < oo} ORI, s

und meinen damit, dass man die Funktion tiber das Intervall [0, T] einfach . .
periodisch fortsetzt. In L2([0, T]) definieren wir das Skalarprodukt 3. Fourierkoeffizienten ablesen
Gegeben ist die periodische Funktion

.
(f,9)12 = %/0 f(t)g(t)dt )= 7”05(3 )+cos(5: )+ms(%",)

Bezliglich diesem Skalarprodukt sind die Funktionen o . ! ) .
a) Lesen Sie die Grundkreisfrequenz @ ab und bestimmen Sie daraus die Grundfre-

1 uenz f und die Periodendauer T
t) = —, t) := cos (nwt), ne N, 4 i
9(®) V2 9n(0) (ot), b) Welches ist die DC-Komponente von x(r)?
hp(t) == sin (mwt), me N. c) Welche Symmetrieeigenschaften hat die Funktion x(r)?
. . A . d) Wie lauten die komplexen Fourierkoeffizienten ¢; der Funktion x(r)?
orthonormiert und bilden so etwas wie eine ONB. (= Serie 4, Aufgabe 4)

Wegen Kor. 5.6.10 folgt: Jede beliebige Funktion f € L2([0, T]) kann
geschrieben werden als unendliche Linearkombination

N a) Die Grundkreisfrequenz ist der grosste gemeinsame Teiler der vorhandenen Kreisfre-
= €0 = Gruvolkeels frequenz: uenzen, also
DC f(ty =2 nwt) + bysin (nwt T denen x
&ﬂ-—g—;#—;(ancos( wt) + bpsin (Nwt)) . 9T dler vor bamdleurenr 0=%
- — - - — : 2em d damit sind Fr d Periodend
Dies ist die Fourierreihe von f(t) mit den Fourierkoeffizienten Wveis frequen UndamtisndiTequens inciteriosendaLgr
[ 1 1
2 T T f=-—-=-—-Hz und T=_=12s.
ap = ?/ f(t)dt, D¢ = % = —_":J £ A, 2 12 7
N 5 (T 0 b) Die DC-Komponente ist der konstante Term in x(z), also
an = (Gn(t). F(t)iz = ?/0 f(t)cos(nwt)dt, neN o=t
T
bm = hm( ) f(t) el / f(t)sin(mwt)dt. meN. ¢) Die Funktion x(¢) enthalt nur Cosinus-Terme, es ist also eine gerade Funktion.
T Jo d) Aufgrund der Symmetrie sind alle komplexen Fourierkoeffizient c; ebenfalls reell. Wir
Die periodische Funktion f(t) wird zerlegt in einen konstanten Anteil erhalten neben ¢y noch:
(DC-Anteil) ap/2 und eine Uberlagerung einer Grundschwingung ek cemeom ke U crme ek
(“Grundton”, n = 1) und Vielfachen davon (“Oberténe”, n > 1). PR T BT ]
¢
¢ Ih hraik E
L(D"""!’[@(e gfLWEI éme 1s@. 4. Sigr g im Frequenzbereich
Wir haben in LinAlg1 gesehen, dass sich alles, was mit Schwingungen zu 5
tun hat, einfacher in C darstellen lasst. Wir verallgemeinern also die g1 t ]
Konzepte von oben auf C: g-; E
)
2 o . T 2 1 ; 1 3 4 5 5 7 8 9
L*([0, T]):=4f:[0,T] = C [f(x)|” dx < > (el
0 g o2 !
; ’ -ix T2 )
C-Vektorraum mit Skalarprodukt *re” ' $ii2
P cosk)= 5 I { ]
1 T o . 05
—_ 'y —-eX
(1.9 =7 [ gttt N, -e s
i
Beziglich diesem Skalarprodukt sind die Funktionen a) Schreiben Sie die Funktion y(r) auf.
p b) Weist y(t) eine Symmetrie auf?
ex(t) = e*!, ke Z, ! - 1 - .
a) Die Grundfrequenz ist offensichtlich f = 2Hz und damit & =2z f = 4s~!
eine Art ONB.
¥(t) =5cos (4m+ g) +3cos (871.'[+ g) +2cos (127:[ + ;) =]
Wie im reellen Fall folgt: Jede Funktion f(t) € L2([0, T]) kann als Im(f(t)) — —5sin (47r) — 3sin (81) — 2sin(1277)
unendliche Linearkombination (also als Reihe) der Basisvektoren SISt = ssimion) = Lsnilam
geschrieben werden, also b) Die reelle Schreibweise y(1) = % + £, (a, cos(n@t) -+ bysin(ner)) enthalt nur Koeffi-
DC . zienten by, also ist die Funktion ungerade.
) ()= ckett.
G E(,,ow’c =¢,1 =6 gz Re(f(t) 5. Sinus zum Quadrat

20 Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe der Funktion
Die (jetzt komplexen) Fourier-Koeffizienten ¢, € C sind gegeben durch () = sin(r)

Das heisst, bestimmen Sie die Kreisfrequenz @ und die Koeffizienten a, by € R der
Fourier-Reihe

17 ;
0 = (D). f()ie = 7 /0 f(tye*tat, kez

AW‘ l fu\a{-w— PL@S«A’FOV

Es gibt noch eine weitere mogliche Schreibweise fur die Fourier-Reihe,
namlich die Amplituden-Phasen-Form.

sin® 7% ; (aycos(kwt) + by sin(kat)) .

Hinweis:
Schreiben Sie die Sinus-Funktion mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion (Euler-
sche Formel). Sie miissen keine Fourier-Integrale berechnen.

+ ZA“ cos(nwt + ¢p) . S,M[X) es ()( i FZ—-) Die Periodendauer der Funktion sin’() ist x, also gilt:
Pt sin(x+L) = cos(x) i
Das Fourier-Spektrum besteht in dieser Form aus den Amplituden A, > 0 0=-7=2.

und den Phasenverschiebungen ¢,,.
o Zudem ist sinz(.r) eine gerade Funktion, also ist schon klar, dass b, =0, ¥n € N. Mit der

Eulerschen F | erhalt i
Zusammenhang mit reeller Schreibweise: HipracTieh Forner emater Wy
2
aaen _ (€ =€ N _ 1y oy VL oy
f(t) = E+2Ancos nwt + ¢n) sin (')7( % ==z (-2t ) =g (M +eM) =
;1 = o cos(2t).
ao . " 2 2
=5+ > (Ancos(9n) cos(mwt) — Apsin(in) sin(nwt)) .

— Also finden wir reelle Fourier-Koeffizienten ap = 1 und a; = —%, sowie ay = 0 flirm > 2.
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L{lfrV\CML{‘ay (€3v DC-fites Skl )

L( — X s - Obarrschinleg. gen W W
Xrms VP \ﬁ + M +/f/’:*

idealer Vavsbikon : k= O
V:n{.l/y Varrtirley = 6.014 — 1% [m)

//mm.w-lﬁl\(, /4 f/f’oxfm { 0{ _Fon hrlzrkoeg.

A= £ ST Y cos(2Tk{, t)olb 7,27%5[;4] cos(2T 51 L >0

A4

B = %S si) sin(2Tkf, £) At 2~ %—%s[n] SFW(ZW%) Le
Matlab Sl Lo /VIar\[{/ué wit 2 l/eﬁbnev, :

N=1e4; % Abtastwerte pro Periode 0 .
s=[ones(1,N/2) (-1)*ones(1,N/2)]; % 1 Periode Rechtecksignal N=1e4; % Abtastwerte pro Periode

k=1; % z.B. Berechnung von B1 s=[ones(1,N/2) (-1)*ones(1,N/2)]; % Signalvektor (1 Periode)
B=0 % Initialisierung k=1; % z.B. Berechnung von B1
for n = 0:N-1 % Approximation Integral w=sin(2*pi*k*[0:N-1]/N); % [sin(2*pi*k*0/N)...sin(2*pi*k*(N-1)/IN)]
B = B + s(n+1)*sin(2*pi*k*n/N); summanden = s.*w; % elementweise Multiplikation Signal- mit sin-Vektor
end B=(2/N)*sum(summanden) % Bildschirm-Ausgabe Bk-Koeffizient, B1=4/pi

B=(2/N)*B % Bildschirm-Ausgabe Bk-Koeffizient, B1=4/pi

Ci :%S&S({) i —A%gs[m]@(bb(‘ ‘/./A)
Matlab:

N=1e4; % Abtastwerte pro Periode

s=[ones(1,N/2) (-1)*ones(1,N/2)]; % Signalvektor (1 Periode)

k=1; % z.B. Berechnung von c1

w=exp(-j*2*pi*k*[0:N-1]/N);

c=(1/N)*sum(s.*w) % Bildschirm-Ausgabe ck-Koeffizient, c1=-(2/pi)*j



Zusammenfassung FR

Sinus-/Cosinus-Darstellung der Fourierreihe

S(t)—T+ZAk cos(2m - kf, - t)+z B, -sin(2m-kf, - t)

Umrechnung der Koeffizienten siehe [5, Kapitel 7.2.4, S. 285]
DC-Komponenten: ¢ = Mg = Ay/2
AC-Komponenten:

k=1

wobii k#0 (A, B)-Koeffizienten (M, px)-Koeffizienten c-Koeffizienten
1o+ Ty A= A My:-cos (@) G + C* = 2'Re{c}
P = T .f s(t)-cos(2m-kf, -t)dt firk=0 By = B -Mycsin(q) i(ec- et = -2-Im{ed
0 0
wih M = VA; +B} M 21ed
B, =— | s(t)-sin2n-kf,-t)dt firk=1
" I ' o= ~aretan( %) @ argfod
Ak
Betrag-Phasen-Darstellung der Fourierreihe 8
e o = (A, —j-B,)/2 k>0 —E.e k>0
. =
s()=M, +> M, -cos(2m-kf, - t+g,) (A, +jB,)/2 k<0 M in g o o
k=1 —,
wobei
A B
M, == und M, = /A2 +B?, ¢, =—arctan(A—k) fir k>0

k

Komplexe Darstellung der Fourierreihe
to+Ty

s(t)= ch @ikt wobei ¢, = T_ I S(t)-e'jz"'k’;"‘ dt

cosz + isinz,
cos(—

x) + isin(—x) = cosz — isinz

k=—w 0 iz —iz
; e’ +e
cosT = Re(e”z) =——
. . . . ) . eiz - eﬁim
Mittlere, normierte Leistung (Satz vzon Parseval): = Im(e”) _ 5
© o M2 A © A2 | B2 w s i
2 k 0 k k
P,=2 P =Mi+3 =% =|=F]|+2 = 2 o]
k=0 = 2 2 k=1 2 k=—
@ = n A symmetrische Dreieckschwingung
T (7} I e mit Halbwellensymmeirie,
ab ; A4 Tia A gleichanteilfrei
N antisymmetrische Rechteckfunktion, 8 | .
. (1) - . Tastgrad 0.5, gleichanteilirei fin=4.-—= (cos wr + e cos dwr + = cos Sar 4 .. )
| Tt Tz T ey R
| fiti=A-. b (sin wl - : sin 3er + ls.in Swf .. ) (8) é [ ; Siigezahnschwingung, gleichanieilfrei,
n 3 3 p‘U 2 Antisymmetrie
..... - : L
A — _ . e i . , :
2 L - symmetrische Rl?ﬂch[ecl.funk:tlon. | fin=-A.= (sin wi + = sin2ef + = sinJwf + .. J
-AI- T L Tastgrad 0.5, gleichanteilfrei | n 2 3
T3 | . =
4 1 1 Sagezahnschwingung, gleichanteilfrei,
finn=4A - (cos o — 3008 e gmsﬁw - ) Antisymmetrie =
At 4i T ’; i i+ St
(3 |_| Rechteckimpulse, Tastgrad r/T fi = R e e "
- —
o T | & Sinusschwingung nach Doppelweg-
T 2 gt (1) Gleichrichtung, Vollwellensymmetrie,
fliy=A- 7 HA [ sinng coser + Ssinror - cosdar + . | L T: Periode der Netzfrequenz
Al L 5 L L :
H ] 5—‘ !— Bipolarer Rechteckimpuls, fo=4--4-- (I £ cos 2ot + s cosdor + — cosbar + .
4 ¢ - —L - Halbwellensymmetrie. T
I_I 1 T-’EI_I T Hilfsgrishe ¢ = 2nr/T. Kosinusschwingung nach Doppelweg-
& {113 Gleichrichiung, Vollwellensymmetrie,
4 feosg os3p | cosSp e R T : Periode der Netzfrequenz
fltn=A-— sin i + sin Jeat s—smSm.r+... S . , E
o - -
— - fin= : +A4 = (]—3 cos 2et 75 cosdat + —— 57 cos bhat — )
n ;
w\ A1 _.1§._ I Trapezschwingung, et
5) “—p "». H Anstiegszeit= Abfallzeit=r. ;’\ /‘\ s i
. L ' Hilfsgribe a = 2nr/T. ? | : midan
\—4 A Hilfsgrife a = 2nz/T (12} | Einweggleichrichtong
4] T
A 4 s ) sin 3a n3a .
fiy= == (M!n,ﬂ o+ 5 sin 3ot + 54- Hde)F-'—_..) 1 2 in | | . 1
a = “ - - - e — el i 1 W LA s
. fln=4a- +A x ( cos @i+ 155 o 2wt 7.5 %% -+ 57 cos bt )
Az antisymmetrische Dreieckschwingung T s
() Wi it ilalbwelle:llsymmcu'ic. (13) Gleichgerichteter Direhstrom,
-A gleichanteilfrei m? T: Periode der Netzfrequenz.
fir) ABE' ¢ I'Hu"ni: ) | W3 1 1 1 1
1) =A-— | sine — = sin Ja S sinSmr — ... | PO A (o RN (p L » ) B
nt kL 5 i fiy=A z (2 2_4:.053«;: 5_TLL1bﬁw! 7 Iol.mgm: )




Four o‘w"lvh»s@mn{-‘o n

bt M b pod St B

| 3 2Mhefot HE N 2Tt g i Samme elurelun Hoyaisban bei

S =S o T h T s TR e

i - St L 5C, anbhsll Amplibade wnd Plose
dor L-fen Homwontsdien

koutinuiaritie
.- prtolshes SSpal: Aumphbion- Dbyl

oQ . 0Q - Summe. (Tnteapml) von Spelctmllkempaonten
0= T ) ™ UL oo S(F) = T clt) @It [0 SpopeZ) = Spellip
T i > S(€) anbhald Amplbude wad Plase
Ao erquwz—homrpmwk ~F

2et- Bwno(bw'n/é— Brodnk /' Unscborrferelait ‘ous wo;:
; peat | 2o el
Fisab} :_;j:s(aﬁ)e?zﬁﬂp{fc =fau:=%[= “‘_Jg(u)e"ﬂrf"!a— p
uled) . 7] oo 3 :cﬁ,
= JS(M)G:"ZW—"_L— =T:|‘j sl “u =Tc‘a_|5(%)
uko) 0
= Rovdbrele smd Dover esnes Rulssisnals | Lsunan uldrt £
Wmvt[:ksh;}g vanerhau o gaw.;b.('f- trsvddee, ;é X
=> Z'Q:f_" &"V\ﬂ{bf&/%e T PVD?/WQ-E: 2/. B "/1‘5 / 024 3 2 1 1

E 0
Frequenz  / (1ftaug)

o i)
ﬂl;\'hgl'gj 5;-20— A/LIML 03
3dAB-Budbrede: 0OMHa 3dB- Bamdbreite : 4GH= ﬁ@ wain Lobe
2> Rilse wit cor. 1Ons wodn sithtbe, Pise vmit cor. 0.26ns vech skitomr e

0 05
Frequenz f / (1/tau)

Extremborm: Diwoe /DLt

t/w\a.«/\/{ /,‘IL\ ;th/lo’ Pds = elsses 5—//154‘/#0'%
DC"S/:jlme - MW"V{("IL‘ f/ébvm/{ L}la,(e bﬂt’ ']C""O



/4 mp () £M/{4,,,W| o [ndLon ([ /Mﬂ) it Freguntnzymsbie lmnﬁ

s(t) > > y(t) =s(t)-cos(2nf,t) = 1 s(t)- e 4+ 1 s(t)-e 2!
Nadwrtelit AM-Sisnal 2 2
cos(21rfot) s(f)
-rlf'l\'aCV A

/—_\ .t
. 1 1
A/I,srlnmnj %Y(f)&‘ V()= S(E+1,) + oS -1,)

e N V=
fo

o l
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x(’c)*y(f) =j_: x(fr)'y(f DT o X(f)wf)
entvales | blompnt 1 S(£), An SO b = 48

Faltung Rechteckpuls der Dauer t, mit sich selbst

1R, 1
r(r) i_ 1: (t-r) d(t)
H H -
o -7y T,

—t— ©
L]

red *pect = -L”‘é('d"‘{'(yndr T for hde OctsT E(-t) o<tsn

[o) To<t % Tect

0 e o Le-Te
{ng}ft*f ests 0 {L.E_('r-ﬂ) “Lsts 0

t  Dreieckpuls

o £<-To .
= (G- |t]) -mstsn | = 4y,
o To<t

4 sinc?-formiges

ook F§b36)= F frect % rect3lf) = Firect3lf) - FhreeBi(f) = (: Fhret3lf)”
= sinc?(f)

abs(D(N) /tauy
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Zusammenfassung FT

wichtige Eigenschaften der Fourier-Transformation:

Zeitsignal

Fourier-Spektrum

Fourier-Transformation

s(t)

S(f) = ]O s(t)-e 2 dt

s(t) reell, gerade

Bgp
c :g({']

Riicktransformation s(t)= I S(f) - e df S(f)
s(t) reell e S() = S0
Symmetrien s(t) reell, ungerade gi% S(f) imaginéar

S(f) reell

Linearitat, Superposition

a-sy(t) + b-sy(t)

a-S4(f) + b-Sy(f)

(Zeitdauer - Bandbreite = 1)

Dualitat S(t) s(-f)

. - L -y Bebia wm
Zeitverschiebung s(t-to) S(f) - € vl LY
Frequenzverschiebung s(t) - gizmfot S(f-fo)
Zeit-Skalierung s(a-t) (1/1al)-S(f/a)

Differentiation d"/dt" s(t) (j2rf)"-S(f)

i 1 1
Integration IS(’E) dt 2nf S() + 5 S(0) - a(f)
Faltung x(t)"y(t) X()-Y(f)
Multiplikation x(t)y(t) XY ()

Periodisches Signal

00
S(T,) — ch X e_|21tkfl,t
k=—x

S() = ick -0(f —kf)

0

00

Energie (Parseval) E, = jsz(t) dt E, = I|S(f)|2df
wichtige Fourier-Korrespondenzen:

Zeitbereich Frequenzbereich
Dirac-Impuls o(t) 1
DC-Signal 1 5(f)
Rechteckpuls 1 [f<2 sin(m f1)

— = S(f) =t
Dauer s(t)=

( %) ® {0 > /2 nf
Exponentialfunktion 1/7)- e >0 1
(mit Zeitkonstante t) s(t)= { 0 =0 S(f) = T+ ionft

cos-Signal

s(t) = cos(21-fy-t)

S(f) = (1/2)-8(f+fo) + (1/2)-8(f-fo)

sin-Signal

s(t) = sin(21-fot)

S(f) = (j/2)-d(f+fo) — (/2)-5(f-fo)
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Transform of the periodic summation of s(t)
aka “Fourier series coefficients”

S(k)

Fourier transform of a function s(t) (which is not shown)

Sf)

Fourier

s(t) <=> S(f)

amplitude

1P ——F o —————

amplitude

1

0 0
Transform of periodically sampled s(t) Transform of both periodic sampling and periodic summation
aka “Discrete-time Fourier transform” aka “Discrete Fourier transform”

T
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FFT

amplitude
amplitude

0 0

frequency

frequency
Depiction of a Fourier transform (upper left) and its periodic summation
(DTFT) in the lower left corner. The spectral sequences at (a) upper right and
(b) lower right are respectively computed from (a) one cycle of the periodic
summation of s(t) and (b) one cycle of the periodic summation of the s(nT)
sequence. The respective formulas are (a) the Fourier series integral and (b)
the DFT summation. Its similarities to the original transform, S(f), and its
relative computational ease are often the motivation for computing a DFT
sequence.
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